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下标降序法最近邻判别分析

陈桂景 陈 刚
�安徽大学�

夸� 引 言

设�了
�，

氏�
， … ，

��
。 ，
夕力

，

�了
，
夕�为在 �“ 又 ��

， … ，

万�上取值的���
�

�
�

随机向量
�

间

题是要利用 了 的观察值及历史样本��
‘，
氏�

，
么二�

， … ， ， 对类别变量 �进 行判 别
�

假定在

侧 �
、

给定了某一距离函数城
· ， ·

��比如欧氏距离等�
，
那么可按照诸了

‘
与 � 的距离由小到

大把诸 了
�
重新排列为 了凡

，

了凡
， … ，

了凡
，

相应的 �
‘
也被排列为 大

�，

心
�， … ，

氏
。 �

若采用

�、
，

来判别 夕
，

这就是所谓的最近邻判别法
�

��
�����〔注，

，

�
�

沙
��。 ，， �����〔�，

，

陈希孺
〔�，
及白志

东 〔们在 刃 的分布 �无原子的假定下研究了最近邻判别分析
，

得到了许多很好的结果
�

显然
，

在

实际间题中常会碰到�含有原子的情况
�

陈桂景
、

孔繁超明
，
巾及白志东

、

陈希孺
、

陈桂景���进

一步地考虑了在 �含原子的情况下的最近邻判别
�

当�含有原子时
，

诸刃
‘
将以正概率与 �

距离相等
，
因此如上提出的最近邻判别程式就不确定了

，
为消除这种不确定性

，
我们在 〔�〕中考

虑了���下三种方法
�

��下标升序法
�

记

无一����夕
���了，， 了�一段忠

��了
‘，
了�

，

夕《 ” �
·

则用 夕‘ 来判别 夕
，

并记之为 夕���
�

〔��� 下标降序法
�

记

瓜一

���
� ���

，， ��一袭忠
“ ��

‘，
万�

，

夕喊 “ �
，

则用 汽
，

来判别 �
，

并记之为 夕沪
�

〔����等权随机化法
�

记

�‘” ，一�了
� ���

，， �卜黯之
��了

‘，
��

，

夕《 ” �
，

�‘” 一 ” �
‘ ” ，，

其中
翻

�
·

�表示集合�
·

�中元素个数
�

定义 �的判别值为一随机变量
，

它以 刀�‘。 的概率取 氏
，

对每 一夕〔 ��‘ �

这种判别记为 口户
�

这三种判别的错判概率
、

条件错判概率分别记为

�矛，����奢，笋口�
，
�牙

，���夕
“ ，子夕��

”

� ���

�分，����分
，子���

”

� ���

对 感
‘ 一

�
，
�

，
�

�

其中�
”

垒�了
�， … ，

�刁
，
�

”

垒���
‘，
夕
‘
�

，
感��

， … ，

��
�

又记

�一�一
烈矶

尸，
�“ 一��了�〕 ����

本文 ����年 �月 �日收到
�

， ���
。



陈
、

孔呱��及白
、

陈
、

陈���分别研究了在下标升序法与等权随机化法下 �妙
，
�纷

，
��’�等诸

量的收敛性及其与 � 值的关系
，

本文进一步在下标降序法下研究了这些量的收敛性 质
�

我们

发现
，
在这三种判别法下

，
这些量的收敛性虽有类似之处

，
但也存在着明显的差别

�

荟� 若干结果及其证明

现来讨论在下标降序法下诸量 �沪
，
�沪

，
�沪的收敛性质

�

先考虑指标了 为离散变量时

的情形
�

设 了 的分布 �为纯原子的
，
记其原子全体为��

，，
心

， …�
�

又记 �‘�尸�� � �
口

，
争，一�沪

����一山�
，

物���万 一山
，
�一力

，

夕� �
， … ，

万�么一�
，
�

， ·

…

定理 � 若 �为纯原子的
，
则在下标降序法判别下

，
下述三个命题互相等价

�

�工��坦 �沪一�
，
���

�

�

����对每一原子 山
，
存在集 �叠��

， … ，

��的一 个非 空子 集 �
‘� �夕如

，

扑
， … ，

水鸟
。
�落���

，

使得有

���
‘，��，

��一
·

一�‘穴‘ ，�。，�》， �‘，��
，

对了百�
‘�

�����对每一原子 山
，

有

只尹武���一�‘
刃

，��
，
�《 了�无《 �

�

���

当上述命题不成立时
，

那
，��吕

�

发散
�

证明 因证明较长
，
我们仅写出证明的主要步骤

�

�
�

�����铃�����证明容易
，

略去
�

伪�由 �
��任����不等式�见 〔��〕�

，
可以证明

��了
。
���， ���

�

关于 。 �么��
，
�

， …����
假若记 �

” ，‘�权夕
�

了，�山
，

�《 好
，

����叱
，

肠
， …�

�
�山
户��

，

当����感� �
，
�

， …�，

则有 ����一�
�

�司 由 �户 之定义有
‘

那
，一 �一
戳��睽

一二 “ 一夕�沙�一�一菩燕��睽
一‘ 了 一��， “ 一川玛

一�一
馨馨

‘ 、·。 一，�，“ ，

���

其中�黔表示当�
·
勺，
�

”

给定时最近邻判别 �沪 之值
，

并用到了如下事实
�

���华
，�夕

，

了 � �‘，
夕一��沙�

���了 一 �‘
��呼��夕紧

，�夕
，

了 ��’ ，
��夕��

，，

� �吸�
二��了 一价���唱 。 》 尸�夕�夕��

，，

工 一内�

���哪
一，���了 一 山���夕�夕�了 一 兔�一�

�
哪

一，��价

再由� 之定义有
“ ’

� 二

�一卜馨蒸碱��� ‘��

对每一给定的��
�，

了
。 ， …�〔 �

，
以及每一 丙

，

存在自然数子列 �《 ���
，

幻�式�
，

幻�或�
，

幻

�… ，

使得有了。
， 。��山

，

对 ���
，
�

， …但 了，笋�‘
当夕笋武�

，

�
，
北一 �

，
�

， ·

… 对任一自然数

� ���
�



刀
，

记 彻 。 ��盆切��
，

幻
，
感，�

，
�

， … ，

��
�

对 每一 。 �物 以及每一 个 感二�
， … ，

�
，

记

�〔场 司·����夕份
，

幻
，
���

，
�

， …�夕铸
，

幻‘ 好
�

于是
，
当了二 。 �时

，
在�了

�， … ，
�动中的

下标最大的最近邻点为�加
，。 ，

故而鳃一口如
，。 �

由���式便得

�尹，一�一蓬烈
���

，‘

一
，��‘，��，，

一 ���

其中
� 肚

�二
，·

一���
�

燕
��。�、一，，只，·

似�证����绮���
�

给定�了
�， … ，

了
。 ， …�〔 �

�

对任意给定的

有
�

翼
，

�’� ‘ ·

那么在⑦式电 ‘几
·

�“ 柔
�

烈�����
·

有

由仪�式
，

���
，

存在充分大的 �
，

使

当住��成立时
，
对 妈�呱

二
�一 ‘ 一
鲁暮标

�， ‘，一。 、入
���劝�马

�，
一 ‘ 一

睿场
，��
戴几

、 。 ��’ ，����
玩

一
卜蓬‘ �，�，十几

、 ���

其中用到了事实
置
�‘。 ��“ ，·���

，。 》、 一�
，

由���
，

����

�一�一蓦泪��别卯 十马 一 �一
燕
���、 暮

�加
，。 �介

一�一
燕�

��，。
�，�‘��轰

。 ·‘��了�一�一甚�
‘“ 一，�了，

，

���

其中用到了事实

时有

习
�‘��

。，《‘ ，��一 、 。， 而�。 卜�
‘

象
�

鑫
，�，

‘

�
、 。

象
�，。� 。 �

由 ‘��， ���，
当 。 ， ” ·

�那
，一��‘ �寿

，，

����
，
���，

�

这证明了 功”
毋

，��
，

当�了
�，

了
。 ，… 〔 �

�

即有毋
�叶丑

，
���

�

当，��
�

互���
�‘ 为‘ 卫

�的 最后证明
，
若 ��均不成立绮工分

，���
�

发散
�

对 每一 原 子 丙
，

记夕�幻二�
��仃

�
�‘，�

�。 ，

了〔 ��
，

夕困 。 ����了
�

名，��纽�尸。 �。 ，
希任��

，

了���
�

那么当�且�不成立时
，

有

、，了、 、了︸
����

��、了‘、

各尸
���。 一
滔名。 会�

‘ �”

于是存在充分大的 �
，
使得有

蒸�
�。 ‘�
厂�‘。 ‘�

����
，

并且仍有
�

翼声
‘� ‘ ·

对给定的���， 了、 …�〔 �， 当 ” �‘ 时，

仍 式成立
·
用归纳法定义一

个自然数子列 彻喊澎���褂幻�澎���…，

使其中衬���彻 任意选定
，
而 澎幻�彭��

，

且有了队卿
，

司

��〔澎‘，， ‘〕， ‘一�， … ，

�
�

一般地
，

当 。 ‘七，选定后
，
再选取 澎���，，使有夕压‘殆��，， ‘」�了队‘拓，， ‘〕，

店一 、 ， … ，
二 且 ‘ �一，�‘ �》� 记 ���

，��一

客鑫�
‘��，【，‘，一

，‘】�，�一、 、 亡

一
，，】�，�，�。，， ‘ 一 “ �‘“

，“少“
���

，
无��

，
�

， ，

… 由����式知

马垒������
��，��� 二，���， �，，。 一、 卜，���������

��，��亡凡
、 ����

若记 户�
·

�。 ��月�
�，

叉
，， ·

… 注意 乳，
·，���

，

���，卜、 声·�， …，
� 是条件独立的

，
于是有

�
趁��

·



厂�刀
�

�》 户��
�

�一县〔���一夕�‘��了 一 �，
���夕一夕�‘〕�� 一 �‘

��

�� ��，‘�‘��，‘〔。�嘴�垒��� ����

故有燕爪凡�
一��� 因为�了�， 了幻 …�〔 � 给定时

，

几
，

凡
， …是条件独立的，

那么由��
�

���
�������� 引理知

，

户��
、 ，
�

�

�
�

���
�

注意
，
在 ���式中��

二
，，

��
�，

故有 �‘二���紧之
�，
一�瓢

�，

��

。�
，

户��罗
，
发散��户��那

，一嵘
，
�》 �，

���
�

对于�。
，

二》
》 入��瓢

，
一工华

卜�。

��
。 ，
�

�

�
�

对于 ���户��
、 ，
�

�

�
�

对于 朴一��

即有户怀沪发散�一 �
�

因为 ����一�
，
由 �厄��过 定理

，
便证得 ���牙

�发散�一�
，

从而证明了

沙�
�

定理 �证毕
�

注 由第���步的证明可以看出
，
当定理中的条件住工�或住�工�不满足时

，
则有

����沪一�籍
，
���

。 一�
，
�

�

�
�

对于 。 ， ，�一�，
其中 。 ��由 ����式定义

，
���任意给定

�

因此由 ����式可看出
，
�沪�� ‘ �

发散的振幅为

甚尸斌 ‘�一

馨八
不�

·

事实上
，
应有

��理碧�那
，一
县尸峨��，

�� �公那
，�习 尸优‘��

几” � ‘��

定理 � 当�为纯原子分布即了 为离散型随机变量
，

不管 � 之分布�如何
，

在下标降序

法下总有
�加 �沪��

， �
�

�
�

� �加�沪��
�

证明 继续采用定理 �中所使用的记号
�

对任意给定的�刃
�，

万、

的 ���
，

当 二�彻 时
，
由 ��� 式可得

�沪一刀��洲了
�，

叉
。 ， …�

����

…�任�
，

及对任意给定

一 �一
馨馨

���
，〔一 。 一引了

，〔一�一 ‘�，
‘，��‘，

，·，

一�一
馨馨

���一，�‘ 一 ‘�” ，� ‘ �万 ，·，一 ‘ 一
馨馨�

，豁��矛��
‘��‘二二，

一�一
馨馨蝴���

了�，
，

。

其中

其中

��
�， ，。 �

卜�
�

�
�

鬓
�

叠
��、 卜，�，�，，了沈， ‘ ，， …

��
、 …“ �

‘

豪
�、 ��‘ �，

二
， …
�卜…‘象

�，‘

�
�二

���是任意预先给定的
，

选择 � 充分大使上式成立
�

从而知当 二�断 时
，
有

��华
，一�‘，，

�《 “ ‘

柔
��‘� ” “ ·

再由 ￡的任意性及事实 ����� �知
，
�沪。 � ，

���
�

当，��
，

成立
�

注意 �尹�刀�沪
，

于是

再由有界控制收敛定理
，
便证明了 ��� �尹一�

�

定理 �证毕
�

一 ���
�



现来转向考虑 万 为一般变量即了 的分布 �既可能含有原子但又未必为纯 原 子 时 的 情

形
�

记 �的原子的全体为 穿
’

���一�电
，
内

， …�
，
并令 劣

’

卿一�‘ 一劣
‘�� 为非原子部分

，
又记

�
‘
�

·

�一��
·

门犷
“ ，
�

，
落��

，
�

，

则 �
�

吼 为��
‘ ，

屠��上的有限测度
，
我们称在 �己

上定义的某 一 可 测 函 数��劝为 必�连续

的
，
如果存在一个在 �‘

上定义 的关 于 �
， 。 �

�
�

连 续 的 函数 了�司
，

使 得 有��司一了�动
，

当

。 〔 夕 �，�，
并且有

黔 〔���、
�一了�

�、
�卜

“ ·

显然
，

了�连续要比关于 �
�

�

�
�

连续的要求条件要弱些
�

对于一般的指标变量
，
我们有

定理 � 假设对每一或一�
， … ，

��
，
���一��了 一劝作为

二 的函数是 ��连续的
，

则在

�尤
，

刃的任意分布下
，
总有

�妇幻 �尹一�
，

���沪��
�

�

乐

并且乃有���件����件���工�
，
其中命题���

，

�工��
，

�����与定理 �中叙述的相同
�

当这 些命题

不真时
，

则 �沪���
�

发散
�

证明 若记

�粼���夕沪子夕
，

了 任了
’

叫公�
全幕二尸沪沪铸夕

，

� 〔 劣叫沙�

几〔‘�一�一
馨刀�

�‘� ·‘ 寸‘ 】，尸“
�夕一夕�见��

杭一 � �
，

则有 �沪一�默��畏
，
�一�‘��十凡

。 �及 �华
’
一�粼��条

�

采用我们在 〔�〕中所使 用
的方去

，
类似地可以证明

场刀 �雄一��。 “ ·

氏

从而刊用有界控制收敛定理又可证得

�五� �瓢一丑��� ��乐

再利旧本文上面在定理 �
，
�中所采用的方法

，

同样可证

五� �济�����
� �

�

�
� ，

并 且

结果

����铃����刹�� �袋卜���，�
�

�
� ，
而且当����或�����不真时

，

鱿玉
�

·

�
�

发散
�

便完成了本定理的证明
�

综合这些

罄� 三种判别法的比较

��文献 〔�」� 〔�〕，
对于 愁�节中考虑的第���

、

�����种最近邻判别法
，
已得到如下结果

�

狡于下标升序法���
，

当了 的分布 �为纯原子型时
，

总有 ���户一�
，
��全

，

户一�
， 。

�

，二

一�，� ���
’
� �，�

， �
�

�
� ，

其中 刁� ��
二。， �。� 落一 �

，
�

， …�
，

而

万
��”�一 ‘ 一

菩馨
‘ 、
一

，����一�
，

了 一 “ ‘
� ����

�
‘一�����

� 二，一吸�
，

么一 �
，
�

， ·

…
����

一

般为一随机变量
，
而且有

� ��刃 一�
， �

�

�
�

铃�工���或吓����
�

对一般变量
一

�
，

假定对

。
���

·



每一式��
， … ，

��
，
�沪一夕�幻是

二 的 ��连续函数
，
那么有

��� �尸��
，
�汕少���一�

， �
�

�
� ，
��� ����一�

‘

�刁�
， �

� “ �，

其中

�
，

�刁�一�一习�����
�，，，��，

伊一了�了��一蒸蒸
�两

咭一 。
班“ 一另了 一 “ ‘

� ����

而且 �
‘

�刁�一丑
， �

�

�
�

份�且��或������
，

关于等权随机化法�����
�

在��
，

的的任一分布下
，
总有 ���� �沪一丑

，
�� �沪一�

， �
�，� ，

在当 ����了�幻为 了�连续时
，
有 ��� �户一�

，
�� 。 二 事实上

，
当 � 为离散变量时

，
对任意

���
，
总存在 �一��

。���
， �� 。

�
。
����

，

使有

���那
，一州 � 。�《 邵一

气

对一般变量 了
，

当 �归一夕�劝为 了�连续时
，
也有

���梦
一州 � 。��邵

一

办
， �

由以上所列结果可以看出
，

对于���
，

伍�
，

恤�三种判别法
，
�沪

，
�沪的收敛性是一致的

�

不过在实际问题中
，
人们更有兴趣的间题是后验错判概率 �纷的大小及稳定性�当 。 ���如

何
�

我们的结论是
，

当����或位工工�条件成立时
，

并且 ���一夕�劝作为
二 的函数为 了�连续时

，

以��，
�沪

，

邸
�均 �

�

�
�

收敛于常值 �
，

即上述三种判别法其后验错判概率具有相同的强收敛性

质
�

可惜
，

����
，
��且�条件是不常见的不足道的情凤 但当这些条件不 成 立 时

，
�沪���

�

发

散
，

���
，���

�

收敛于某一随机变量
，

其均值为 �
，

但那
，却总是

�
�

�
�

收敛于 � 的
�

下标升序法与

降序法的收敛性的差异
，
反映出在最近邻判别大样本理论中

，
历史样本的排列秩序对后验错判

概率有明显影响
�

这一事实多少有点出人预料
�

此因人们从直观上看
，

优先考虑较新的样本

�相应于下标降序法�比优先考虑较老的样本�相应于下标升序法�其效果可能要好些
，

但是上

述结论指出这个直观想法是不对的
�

但若采用等权随机化法判别
，
便总能保证后验错判概率

有较好的收敛性质
�

这从一个侧面说明了采用随机化法的合理性
�
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