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一般的成批服务排队系统嵌入马氏链的性质

李 银 国
�重庆建筑高等专科学校

，

重庆
，
�������

摘 要

本文建立了人刀��� 系统
、

具有最一般的控制策略的成批到达
、

成批服务排队过程的模型
�

在此基础上
，

完整地讨论了该系统嵌人������链状态空间的结构
、

不可约非周期性条件
，

并获

得了周期值公式
�

关健词� 排队论
，

成批服务
，

不可约性
，

周期性
�

学科分类词
� ���

�

��
�

引 言

自��������� ������以来
，

人们根据不同的实际要求
，

提出了众多的�����系统成批服务

排队模型
�

按服务控制方式
，

主要可分为以下几类�

模型 ���
� “
取消策略

”
模型���

�

当系统排队长小于常数 ，� 时
，

该批服务取消
，

所有顾客等候

下一批服务
�

当 ，� 二 �时为常见的
“
无拉制

”
服务模型川一���

�

模型 ���
� “
一般服务规则

刃
模型���，���，���

�

当系统排队长小于定值�� 时
，

该批服务延迟
，

直

到排队长等于或大于定值� 时
，

服务台才开始服务
�

模型 �
�
�
� “
一般控制策略

”
模型���

�
当排队长小于定值 ” ‘ 时

，

该批服务延迟
，

直到
�
��

�

时

间� �定值�内新增顾客使队长不小于� 时
，

便开始服务����
�

延迟时间� 后
，
队长仍不足�

，

便取消该批服务
�

模型 ���
� 若顾客到达时系统闲置

，

则他们在一随机等待时间之后才被服务���
�

模型 ���
�
若顾客到达时系统闲置

，

则此批服务具有特殊的服务时间���
�

迄今
，
人们单个地研究上述模型或其特例

，

使该类排队系统的研究显得纷繁冗杂
，

且所得结

果也受到模型特殊性的限制
�

在理论上
，

系统嵌人������ 链仍是普遍采用的方法
�

嵌人链的

不可约
、

非周期性是分析系统性态
、

计算平稳分布的前提
�

当系统为成批到达时
，

此问题的研究
·

尤其重要
�

��������� 曾涉及此问题
，
张福基等��� 的讨论主耍针对模型 ���

，

��� 的一些特殊情

形
，

但多数模型的不可约
、

非周期性未得到完整的研究
�

有些文献事先假设满足不可约
、

非周期

条件
，

而实事上不一定都成立 �例如 �
����� 等��� �

�

本文 ����年 �月 � 日收到
，
����年 �月 �� 日收到修改稿

�



本文综合和扩充了模型 ��� 、 ���
，
建立了�����系统成批到达

，

成批服务排队过程的统

一模型
�

在此基础上
，
系统地讨论了嵌人������ 链状态空间按不可约闭集的划分

，

获得了周期

性条件和周期值公式
，

从而使成批服务系统嵌人链的不可约
、

非周期性问题
，

得到了圆满的解决
�

挂�
�

统一模型

成批服务排队模型常用于铁路
、

港 口等装运系统���，���
�

此时
，

成批到达的货物为顾客
，

大型

装载车辆为服务台
�

为了降低成本
，

每次需尽量满足车辆的装载能力
，
当待运的货物太少时

，

大

车或等待新的货物到来
，

或取消此次运输
，

运输过程延迟或中断后重新启动
，

需增加设备的调配
、

准备时间
�

以此类实际问题为背景
，

本文建立下述 ���八 系统
、

成批到达
、

成批服务排队过程

的统一模型�

���顾客成批到达
，

到达过程为参数入的������� 流
，

每批到达顾客数为 �
。 ，

��
。
�为�

�

���
�

�独立同分布�随机变量
�

���单服务台
，
先到先服务

，

第 � 批服务容量 �
������� ���������为 �。 ，

��
。
�为 �

�

�
�

�
�

随机

变量
�

�。 的最大可能值为� �文 【��中称为 ����������������
�

���设
� 一 �批服务结束时刻系统内剩余的顾客数为�

。 ，

此时� 批服务容量 �
。
的取值已定

�相当于 � 次大车到达系统 其装载能力已知�
，
服务台根据�

。 和队长控制数饥
，

��。 三� 三

��
，

采用下述方法来确定 。 批服务开始时刻和服务方式�

��若�
。
� 。 ， � 批服务立即开始

， � 批实际服务的顾客数为������
。 ，
�

。
�

，

服务时间为

石
。 �

�注
�当�

。 全 �
。
时

，
服务顾客数正好为服务容量 �

。 ，

�
。 � �。

时
，

服务�
，
个�

�

司若�
。 � 。 ，

由于队长太小
， 。 批服务延迟

，
以便等待新的顾客到来

，

但延迟时间牙钾导超过

几
�

���若在时间几 内的某时刻
，

队长达到了� �� 全 。 ，

是因为此时有必要对排队长提出较

高要求
，
以便提高

，‘
批实际服务数�

，
便在准备了刀

、
时间之后

，

开始 � 批服务
，

服务时间为株
·

�

注�此时实际服务数为���
��矶

，
�。
�

，

百
。 � �

。 �延迟期间和准备服务期间到达顾客数
�

���

在延迟了及 时间之后
，

只要此时排队长不小于 。 ，

便开始 � 批服务
�

同理
，

在其正式服务前有

服务准备时间刀
二 ，

服务时间为氏�否则
，
若队长仍不足��

， � 批服务取消 �相当于因为顾客到达

率低
，

等待时间太长
，

大车未装载货物便退出了服务系统�
�

为了方便讨论
，
此时不妨仍设 � 批服

务立即开始
，

服务时间仍为石
。 ，

但服务的顾客数为零
�

�此延迟一取消策略参见�’�
�

�上述正常服

务时间�石
。
�

，
特殊服务时间�公�

，
服务准备时间�”

。
�和最大延迟时间�几�均为 �

�

�
�

�
�

随机变

量
�

�特别地 几 可为 �� �
�

上述统一模型可用下式描述
�

�延迟 � 服务
，

服务数
为零

，

服务时间为石
。
�
，

��
�

��

�
、 ��

�
。 �玖 � �。 ，

当�
。 � �� ，

�
。 �玖 � ，� ，

�����
。 �玖 � �。 一 �、 ，

��� �
。 ，

当�
。 � ，，‘ ，

�
。 � 殊 全 。 ‘ ，

�����
。 一 �。 ，

��� �
。 ，

当 。 全��
，

�延迟 一 准备 � 服务
，

服务时间为嵘�
，

��
�

��
�立即服务

，
服务

时间为石
。
�
，

��
�

��

了�������少

�
、

一一

其中

玖
� 服务延迟期间新到达的顾客数�参见 ��� �

，

当�
。 ，
饥

，

�
，

几 的值取定后
，

长 的分布

也随之确定
，



�。 ，
�‘ 分别为奴

，

嵘 时间内新到达的顾客数
，

凡
�
服务准备时间 、 内新到达的顾客数

�

选择每批服务结束时刻作为更新点
，

此刻的排队长�
。
作为系统状态变量

�

由���式可得到

上述排队系统的嵌人������链����
�

不难看出
，

统一模型蕴含了模型��� � ��� 等常见模型
�

例如
，

当�� 二 万 二 �
，

及 三 �时

得到模型 ����当�� 二 �
，

几 三 定值
，

� 和珠 同分布
，

振 三 �时为模型 ����当 。 二 � 二

�
，

几 三 ��
，

叭 二 �时为模型 ���
�

由此
，

我们可以统一分析成批服务排队系统的性能
、

计算各

项指标
，

继而确定最优策略 ���
，

�
，

及�
�

躺
�

���� 的不可约性

设 �
。
的可能值为

�� � 几 � …… ��。
的可能值为�� � �� � … � ，。

二 �
，

其中最大

公因子 。 � �
��，，�，……�

，
万 � �

��，，�，… ， 。 �，
�
， ‘ � ��

，

司
·

将��丹 的状态空间 。 二 ��
，
�

，
�

，…�按模 石构造 ‘ 个剩余类子集� �‘ 二 ���
，
� �

�
，
�

，… ，
石一 �

，
显然�‘ � �￡�葱� �石� �

，
� � �

，
�
，
�

，…�
�

下面讨论状态集�
。 为不可约

闭集之条件
�

引理 � 存在�
， 。 。 〔 �� � ��

，
�

，…�使得 。 � �
��，��，… ， �，�

，
且当 � 全 。 。 时有

�丁 � ����� ���� �… � �一��， �‘ 〔 �� ，

成立
�

同理
，

存在而 〔 ��，’ 当万 � 而 时有

而 万 � ����� �����… � �
��。 ，

�‘ 〔 ��
�

引理 � 任给非负整数�
，

存在充分大的 。 ，
万 〔 �� ，

使得肠 二 �� 一 万 万成立
�

即

�石� ��，��… � ����一 ���� 一
·

一
�
。 。 。 ， �‘ ，

�‘ 〔 ��
�

�引理 �、 �的证明略
，

参见 ���
， 【�』�

�

引理� 城
，

�〔 ��，且 葱� ��
，
�之公

，
则系统在下列条件下

，

均有诬、 �成立�

��� ��几 � ���� �
，
即几 不恒为��

，

�����几 � ���二 �
，

即几 恒为�� 担是成立
�

���
。 �长 �凡 之 ����

。 � ‘ � ���� �
�

证明
�

使得 �一 泣

设玄� 无。石� �， �� 无石� �
�

由引理 �一 �知
，

� ��一 。 。�‘ � 艺�
二，�‘，‘ 一 艺扛

，“‘。 ‘ ，

且��
��

存在
��，… ，�，，��

，… ，
�
。 任 �� ，

丙�‘ 充分大
�

���若 ��几 � ���� �
，
则 ��玖 � ���

。 � ‘ � ���� �
，
即玖 可能为�

�

在 ��
�

��式中
，

政
口

。 � ‘，玖 � �
， ，。 � 艺�

�，�‘，‘ ， 贝。有 ‘
一

‘ ���
�，�‘�‘

一
‘���

�，�‘�‘ 一 。 卜

���若 ��及 � ���� �
，
则有 ��玖 ��

。
全 ，
川�

。 � ‘ � 。 �� �
，
又因为���

。 ��� �

�，
� ��

��
。 � 诬�

公
�， 。 ‘�‘，则有 ‘

一

。 �� �
，

此时在��
�

��式中可取�
。 � 诬

，

凡 � 。 �，

玖 � �。 � �。 �

‘ �玖 � 召二 一 凡 �瓜 � ‘���
二，�‘�‘ 一 。 ， �



总之
，

在条件�
�
�
，

���下均有

已云�云一 �� 一一斗 �
�争

才

‘� 艺
� ‘�‘ 一 ���� 一

· · · ·

一 ��
。 一 ��

，。

诬二�

艺
� ‘�、 一 � �‘。 ‘ � �。 � ‘���一 �。�石�

，。 � �� �。 �

‘����许乞
一葱�

�� � 饭� �

由于上述状态转移过程递减
，

且最后一步状态��
，。 二 ��� 全�

，

故可继续转移�� ，。

一 �
，

即 葱一 �成立
�

引理 � �� 任 � 。 且�全 。 ，

�全
��，

则�一
�

�

证明 设�� 、 。 � �� 。�艺�
�， 。 ‘��‘ 一艺淮

， 。 ‘。 ‘ ， �� 艺�
二， �
�
�‘ 一 艺迄

， 。�
�‘ ，且

�

��
� ‘ ，

。�� 。 、 ，

由于�� 二
，

�全
，， �

在 ��
�

��式中取�
。 � �

，
�

。 � �，，
几、 � ��

� ，
�
�

�一
�、
�
�、 ，

则有

�

�一 �一
。 �� ��

�

�一
� ‘�

二‘

五� �

亡

一
�� 艺

�

�
�、 一 ��

��

一

�

一
�� 艺

�

�
�‘ 一 艺认

。 ‘ 一 �，

一 ……
饭� � �二 �

亡

��乞一 ��
，。
� �� 艺

�

�
�‘

�� �

故有�一
�十 ��

定理 � ��

证明 �诬
，

�

�� �

一 � ��
，、 � �。 � �� ，。

全 ，，‘ �

‘� �

一一一�
�

。

为不可约闭集
�

〔 �。 且 ‘ � 饥
，

�全 ‘， 若引理 �的条件之一成立
，

则有 ‘
一 �

�

反之
，

若

���� � ���� �
，
���

。 �公
‘
��、 全 。 �

��
，‘ � ‘ � ，，‘

�� �
，

此时必有 ��
，，‘ 三�

、 �、二
�

� �
，‘
�

�

设
� 艺

� �石

�
�� �
�
�‘，

� ��
� ，�
�
�‘ 一 艺扛

， 。�
，‘ �

�

�
， 。�。 ���

�

在��
�

��式中取

则有

，���︸�����气
��

�

��
。 ��

�
，‘

�
，
�、

、一 ����。
。
�二 � �

，‘ 一 �、 ， 。�� 万
，‘ 一 、 、 一

立
。
�
�、

亡� �

� �

一 �
�

�
�、 一 �补

� �
· · · ·

一 �此一 ��
�。 � �

�

�八
坛�� 云� �

亡

一 �
�

�
�‘ 一 ��

诬� �

���令

艺 ��
�‘ � 、 。

�

板二 �

�十 �。

一 �
�

特别地取 葱二 �
，

则有 �
一 �〔 �。 �

另一方面
，
��任 �。 ，

若�全 饥
，

�全 ，�，

由引理 �知�一
��若 ” � 三�� ，，，

由 ��
�

��式

知�一 �� 若�� 。 ，

则同上面的证明知
，

存在�� 全 。 ，

使得�一 �’�一
�

�

综上所述
，
得知

�� �〔 �。 ，

即 �。 为不可约子集
�

若初始状态�。 二 ￡〔 �。 ，

由 ���式知
，

若 ‘一 �
，

则�取�� 肠 ��� �
，
�

，
�

，

……�形
式

，

�〔 �。 ，

故 �。 为闭集
�

证毕
�

引人记号 ” “ � ������引�〔 �
。 ，�七����

�

显然 ” ‘ 。 为系统在� ‘ 上的服务控制数
�

定理 � 若�� 。 � ���尹��
，

则� ‘ 为不可约闭集
，

否则
，
� ‘ 任一状态均可到达闭集��

�

证明 ���当 。 � � � 时
，
�‘，

� 〔 ��， 乞� ，，‘ ，�全 葱
，

若 ��界
‘ � ���� �

，

则由引理�
，

‘一 ��若 ��几 � ���� �
，

则总有

���
、 �玖 � �

，‘
全 ��

��

全 ���
、 � ��

‘
� �

，‘

二 � �� ，，乙
�全���

、 ��� � �
，�
全���

，、 � 葱� ，，‘
�

� �，‘ �
��

、 � ‘ � ，，‘
�� ���

、 ���
‘
� �、

全 �
川�

。 � 乞� �，‘
�� �

·
���



成立
�

由引理�知 葱
一 �

�

特别地 �

一 �〔 �，
成立

�

另一方面
，

�� 任 负
，

若�之 �
，

则

�之�� ，之 � 之 ，�，
由引理�知

，
�一 七若�� ���

，

则存在�� 七 �
，
使得�一 ��一

�
�

总

之
，

城
，

�〔 ��，有葱� �
�

故�
，
不可约

�

由���式可知
，

状态从口。 〔 �‘ 出发进人�
，
且在此时接受服务

，
必有�� �

，

且�〔 �‘ ，

故

�七 。 �� � 之凡
，
即服务后

，

系统状态不会为零
，

状态始终保持肠 � 忿形式
，

故�‘ 为闭集
�

����当
，� ‘ � � 时

，
�‘ 〔 �，， ‘ � �，‘ ，若引理�的条件之一成立

，

则有 ‘
一

�� ‘

一
。 〔 �。 �

反之
，
则 ��几 � ���� �

，
��

，，‘ 丛 �
。 � 玖 � �。 � ��

��
。 � ‘ � ��

�� �
，

此时可取
�。 � ，�，

瓜 � �
，

则 ‘
一

��
����

。 � 玖 �凡 一 夕。
，
���瓜 � �

�

若 ‘ 全 。 ，
则若干步后

云一 �� �
，
再进人零状态

�

总之
，

城 �久
，

均有 ‘
一

�任��
�

兮�
�

��
。
�的周期性

下面讨论不可约闭集�。 和 �找��
� � ��的周期性

�

因为�� ‘ � � 全 石故 。 � 一 石 �

�
， 。 �，一 石〔 �，， ，�， 一 石� ，，‘ ，

由此推知 �
，
的最，�侧次态 �� ，� ， 一 石� ，�

�

当 ��几 � ���� �时
，

跳丫� �
，

从而 �为非周期状态
·

因为�，
��，�� � ��不可约

，

故�
�

所有状态均为非周期的
�

同理�。 也是非周期的
�

下面仅讨论 ��几 � ���二 �
，
即几 三 �� 的

情形
�

�
·

� �‘
�艺尹�

，��， � ��的周期性 由于 ��几 � ���� �
，

所以�
、 � ��

�

之 ，� ，

服务不会

取消
，

由�
、 二 �返回才的路径必为�

�，

�
一

�� �
�

�
�‘ 一 ，，

饭� �

形式
，

即满足

� �，

一
· · · · · ·

一
�� 艺

�拼‘ 一 艺
二声�二 �

诬�� 云二�

� �，

艺
� ‘，‘ 一 艺

� ‘�‘ � �
，

泣�� ‘��
���

其转移步数为�扛
�二 ‘ �

引理 。 若有正整数�
，
使��梦，

� �
，

则� 二 加 �“ 。 ���
，

其中

�二
�
。 � 一 ，�，… ， 。 。 一 。 、 ， 。 �

占�，�� 一 ���
二

‘ ，�� 一 ��， 叮

证明 若，�梦，
� 。 ，

由���式知存在充分大的 “ 。 �� ，

使方程组

�
� �

艺
二 ‘�‘ 一 艺

�‘�‘ �� �
，

诬�� �� �

��
�

��

‘、�了、、�产�
�︸�

卜匕��吸口、叨�
了
�
毛一﹄了

�、，﹄

�

艺
二 ‘ 二 �

，

诬��

有非负整数解�
��
�
，

�
二 ‘�

�

当 。 � �时
，

将 �����代人 �����整理得

艺�
，‘ 一 ，��

二 、 一

泣二�

�

艺
�‘� ‘ � 一占��



若记 �二 ��一 吕�， ’ ‘ ’ ，�” 一 ��，��，”
‘ ，�入

川知方程 ���有解的充” 件是 ，
�
。 ，�

，
即

� � �� �，

丁一�一戈飞丁一尸戈
�以

��
，，�����

，���
�� 无��无任���

�

��
因 丁

土
二 和户代

��
，��� ��

，舀��

互素

�

� �
， ，

下一一于下�止�
，

气�
， 占���

由数论【

�

故有
·

显然
�

��
，，�
�
� �

，
所以���

，

�

当 ” 二

弓�理 �

证明

�
，
同理可证� 二 ��

，

此时�二 “ ��句
，口

存在充分大的�
。 ，

当 “ �杨 时试丫
，� �

�

由不定方程组 ���及引理 �知
，

欲使，
�丫，

� 。 ，
只需方程组

�
艺

二 ‘，‘ 一 。 ， 二 �
，

云二�

��
�

��

��
�

��
戮得

�，

艺闺超
有非负整数解�

�。
�

，。 �之 。 。
�

·

当 � � �时
，

将 ��
�

��代人 ��
·

��

艺�
�‘ 一 ，��

‘ 、 一����
�

���
云��

设�� �
。 � 一 ，�，… ，，。 一 ，�

�
，
构造方程

艺�
，‘ 一 ，�

�� ‘ � ��
，

���

��一 了乙� � 一 ��
·

�
·

七
�

对于方程 ���
，

同引理 �可得
�存在 �� 〔 �� ，

当 �之

���

���

八
�

对于方程

���
，

因为��
，“ �� 。 � �

·

�
，，，，�

，

所以�，
，���

·�‘
·

卫�一 竺。 二 �

�� 时
，
有非负整数解 二 、 ，…

由此得方程
�

���

设 �，���
。 。 ��� �

�

的特解为�
’ ，，乙� ，

�

�二气 、

叹召�
，��

则 ���的一般解为
�

��

一泣，�
牢

�� 一， ，

�占�
，
�� �

�兰二
，。�无�

���
，
��

�� 卫、

�
�、 二 �

，
士

，

…、召

�夕�，�

�
、��‘

解不等式组
�

�二 一

几 �二 �

�� ，
引

�

口
� �

、 了

了一一一育‘ 凡 十 一� 二 ���

�‘ 一
，
�� �

� �

吕� � ， �

� 、 ��

·

，一一一�芍林 凡 十 一 移 匕 “

吸��
，
�� �

����

�， �� 一 ��

早三牛�
·
天�

���
，
��

竺
。 � 如

�

�

由于当无、
��� 时 ����的解空间长度趋于 ��

，

故得证�存在�。 〔 �� ，

当��天。 时
，

方程 ���

有非负整数解�
，牡 ，
满足�全��

， 。 全 ��，
��三 ��

·

对于上述确定的�
，

代人 ���得非负整数解
二�，…

二 。 ，
再代人 ��

�

��得
��，
且

�， 二 ��一 艺
� ‘ 全无�一 艺�

，‘ 一 ，，
�“ � 天�一 ��� �

，

坛二� ‘��

。

���
·



从而 “ 全�。 时
，

方程组 ���有非负整数解
，

式��，�，� 。 �

当 。 二 �
，
由���可直接得到上述结果

�

综合引理�
，
�

，
便得

�

定理 � ���� � ���� �时
，
�，
�‘ 笋�

，。 ，� ��周期为���� �时为非周期链�
�

��� �。 的周期性 由于�。 为不可约闭集
，
故只需求使端

，� 。 的最小正整数
�

设� � �‘卜〔 �。 ，
�� 三 ‘ 三 。 。

�� �
�石

，

�
����吞

，… ，
�石�

，
显然 �‘ � ���

， ‘石� 。 。 � 万
�

引理 � 若 ��几 � ���二 �
，

则斌名
二 �

，

… ，，
岩

一�� 二 �
，

瑞
，� �的充要条件是�

�

为使下面不定方程组

艺 八�‘ 一 �
。 ‘二 ‘ � ‘石，

云���

劣 ‘ 二 � 一 丸 �葱石〔 ��
，

���
�

�阁

有非负整数解�
� ‘�

，

�
�‘�的最小正整数

�

证明 因为���� �

” · ，

粼
一��

���二 �
，

所以恒有�
。 �长 全��

，
即每批服务不会取消

�

����

另一方面
，

由
于或孟

之 ” ，

� �
，
即从�

。 � �出发
，
所有的��

，
��

，… ，
��一�均不会为零

�

由���
式知每批服务中�

。 一��殊
一���。 一�一，、 一� � ��或�

。 一�一�。 一� � ���。 � �
，
�

，… ，

� 一 ��
，

这说明每批实际服务的顾客数正是服务容量又
一�，

从而�材一� 可表成
�

�， �，

�、 一� �� 艺
�‘�
�一 ��� ����… � �、 一��� �

�‘�
�

诬�� 云��

一 艺
。 ‘二 ‘ ，

‘��

而

�����材
一��竹�一�� �二一�一 �，一�，

��� ��
一�，

�����材
一� 一 �。 一，，

����二
一�，

当�材
一� � 二

，

当��一� 全 。
� ����

记�，一��场
一���。 一�或�，一� 为艺几

，�‘�‘ 一二
，
劣

一 ” � �
，

瑞
，� �，

即��
，…

，

�。 一�不会为零
，

扛
，，‘二 ‘ ， 由����式可抑

�，
空孟

二 …
而�� 可能为零

，
当且仅当

，

� 是使

�艺����
艺

护‘ “ ‘ 一 ‘ �二，一 �材一�三�
，

� 一 �
，

���
�

��

���
�

��

有非负整数解�二
‘
�

，

�内�的最，�证整数
�

由于

� �，

。 三艺
�‘� ‘ 一 艺

�‘二 ‘ 三�二一� 三 �
。 � �

，

�二� ���

由� 定义知
，
方程 ���

�

��可表成
�

�

艺
�‘�‘ 一

云二�
�

。 ‘� ‘ � ‘石，

公��
�诬石〔 ��

�

引理得证
�

·
���

·



定理� 设 ����
‘ � ���� �

，

若 � 为单点集
，

则 �。 周期为���二 �时为非周期�
，

否则�。

为非周期的
�

证明 由引理 �知
，
求 �。 的周期

，
只需求解方程组 ����

�

当 。 � �时
，

仿引理�
，
�的证明不

难推知�方程 ����有解
，

当且仅当方程

艺�
，、 一 。 ���

‘ 一 。 。 � 。 � 一 ‘石一 。 �
�

���
����

有非负整数解�
� ‘
�

， ，‘
�全

，‘�
�
，
即要求

叮� �
，� 一 ，�，… ， 名。 一 ��，����

，� 一 “‘一
�
��

·

代人 ����式得
�

����

��� 若� � ��石�� �
，。

�为单点集
，
将�石� �‘

方程 ����有解骨
。��

�� 一 �石一 。 ���

一
，�
��，，

�因为。��
、 ， 一 。��骨

‘ 称肆六�。，
，

�占�
，
���

即� � ��
�

取� 的最小正整数�便是��的周期
�

若 � 不是单点集
，

则另有��一 ��石任 �
�

同定理 �的证明可推知
��
一 ��一 ��百一 �

成立
，

根据引理 �得�
存在�

，

使得

��
一 、 � �

�、� ‘ � �‘ 一 ��百
，

云� �

�
� ‘

饭��

�

艺
�、�‘ 一

公� �

� 一 �
，

有解
， ”” 。
��

·� 一 �” 一 ‘�‘一��井
。

��
‘
一 “ �， 一 “ ‘ 一 ‘ 二 �叮

，

即方程

��

矛似 一
心

�
，

二 凡 �二

办

有非负整数解 �
，

��
，

设其特解为犷
，

�
’ ，

则一般解为
�

�
�� �

，
� 于

“ ，

口

� � �
�

�。 � �
，
士一

，

…

从而
，

当 。 充分大时有 �
劣

’ �，“ “ ，� �
，

设 �，� ，�
�‘

， �� � “ · ，

由����式知
。 ��

’
一 ��。�‘

由此得
�

�
��� ����

’
� 。石�

。
�� �� 几�

’
� 叮�

��� ��、 � 。
��百

，

从而同时有

�
劣

‘ �景‘
“ �十 “ �” � ” ，’ � �，

�
望才�

’ 十 “ �·� “ �” � “ ，，� �

成立
，

所以 �。 为非周期的
�

����

� �
，

社

�，一‘�

�

同理可证
。 二 �的情形

�

定理 �、 �完整的解决了成批服务排队系统嵌人������ 链的周期性判断和周期值的计算

问题
，
特别地

，
当 ��几 � ���二 �

，
��� � � � �时

，

由定理�易得到文献 ��� 中定理�诸结论
�
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