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摘 要

本文在一般线性回归模型误差异方差情况下
，

通过计算机模拟对回归系数最小二乘估计的协方差矩阵的估计进

行了比较
�

结果表明
，

当样本大小大于 �� 时
，

回归系数的最小二乘估计具有较高的估计精度
�
其协方差矩阵的五

种估计以普通最小二乘估计的协方差矩阵为最优
�

关 键 词
�

线性回归模型
，

协方差矩阵
，

异方差
，

模拟
�

学 科 分 类 号
� ����

�

�
，
����

�

�
·

号�
�

引 言

考虑一般线性回归模型

岁� �口� �，
����� �

，

��
�
���� 垂

，

其中 �为 � � � 的随机观测向量
，

� 为 � � 夕 的列满秩设计矩阵
，

口为 � � �的未知回归系数
，

的随机误差向量
，

其均值为 。 ，

协方差矩阵为 蚕 二 �����卿，�
�

众所周知
，

口的最小二乘估计为

��
�

��

� 为 � � �

万���
’

��
一 ‘
厂 。 ，

��
�

��

其协方差矩阵为
����声�� ��

‘
��

一 ‘�
，
蚕���

‘
��

一 ‘

如果误差是等方差的
，

即 叭‘ 二 尹
，
垂 � 尹�

，

则 厅是 口的最佳线性无偏估计 �见王松桂 �������
，

��
�

��� 二
����’ 刀

一 ‘
�

��
�

��

��
�

��式变为

����

在实际应用中
，

尹 往往未知
，

这时可用样本进行估计
�

尹 通常用 沪 二 艺嘴��
。 一句估计

，

它是无偏估计
，

落��

这里 �，� 、 ， 一 二

沂为残差
， � ‘

是 � 的第 �行
，

从而得到普通最小二乘估计的协方差矩阵的估计

艺
�
爹

� 、 � 些三
�

��
‘

��
一 ‘

�

几 一 �
��

�

��

用 ��可对回归系数进行假设检验
�

但是
，

当误差方差不相等时
，

����式不等于 ��
�

��式
，

再用 ��
对回归

系数进行假设检验一般是不合适的
�

如果 垂 已知
，

用 ��
�

��对回归系数进行检验
�

大多数情况下
，

这种异方

差协方差矩阵的形式未知
，

许多统计学家提出了不同的估计方法
�

一种基本的想法是用 好估计 叭
，，

即 氛，� 。
子

，

番� �����
�

子�
�

从而得异方差协方差矩阵 ��
�

��的估计

�� � ��
‘
��

一 ‘�
‘
��鳍�

�

矛����
‘
��

一 ‘ ，

��
�

��

�� 是最普通的一种形式
，

并称为 ����� 估计
、

��改�� 估计或 ����� 估计
， �����������证明了 ��是 ��

�
�刃

的相合估计
�

本文 ����年 ��月 � 日收到
，
����年 一月 �� 日收到修改稿

�
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为了改善 �� 的小样本性质
，

��
�����������提出了一种最简单的调整方法

，

将每个残差
。 ‘ 都乘以与自

由度有关的因子 丫
���� 一 川

，

从而得 ���

刀 。 � �生��
‘
��

一 ‘�
，
������爹�尤��

‘
尤�

一 ‘ �

� 一 �

�� ��
�

��
� 一 �

基于奇异值和影响点 �见陈希孺
，

王松桂 �������的考虑
，

定义 从
，
� ����

‘
��

一 ‘
式

，

在等方差条件下
，

则

��
�
����� 二 “�� 一 从‘�尹尹

�

由于 ��� 三从‘ 三 �
。
����自�低估了 尹

�

基于这种思想
，

在异方差条件下
，

心是
�
矛的有偏估计

， �

矛���一 �
，，�可减少这种偏差

，

因此得 ��
��

���
�������

�

�� 二 ��
’
��

一 ‘�
’
����

。
矛

�一 �
、�
义�义

‘
义�

一 ‘
·

��
�

��

为了进一步增大强影响点的误差方差的估计值
，

将 嘴除以 ��一 从
��“

，

从而得 ��
����������〔�������

� 。 一
��’ �� 一 �、 ����汗牛下 、��、 �� 一 �

�

�又� 一 ，‘泛云�
“ �

子�
�

��

在异方差存在且未知的情况下
，

以上四种估计都是最小二乘估计协方差矩阵的相合估计
�

目前大部分是

采用 ��，

但很少有人讨论它的小样本性质
�

使用 ��
、

��
、

��较少的原因可能是由于对其性质不了解或

没有能直接使用的计算软件
�

究竟在怎样的误差结构下
，

采用哪一种形式的协方差矩阵
，

样本量应多大
，

回

归系数的估计精度如何
，

都是使用者十分关心的问题
�

本文的目的是在线性回归模型 ��
�

��下
，

研究不同误差结构下
，

最小二乘估计 口对 尽估计精度的影响
�
协

方差矩阵 �。 ��娜的不同估计 ��，
��，

��，
�如 ��对回归系数假设检验的影响

，

从中找出协方差矩阵 �。 ��自
的最优估计

�

我们采用模拟方法进行研究
，

在第二节中
，

将确定模型 ��
�

��的具体形式
，

包括自变量个数
，

回

归系数
，

样本大小
，

误差结构
，

计算内容及计算方法
�

第三节将模拟计算结果给出直观的图形形式并进行分

析
�

结果显示
�

在误差等方差条件下
，

当样本大小 。 全�� 和在误差异方差条件下 � 全��
，

可得到精度较高的

口的最小二乘估计
，

估计精度随误差方差的增大而降低
，

随样本量的增大而提高
� 在异方差条件下

，

专为估

计协方差矩阵 �。 。
�局的四种估计 ��，

��
，
��

，
�。
其优劣依次为 �如 ��，

��，
���无论是在误差等方差条件

下
，

还是在误差异方差条件下
，

对 ��
�
�句 的五种估计 ��

是最优者
�

所以
，

当我们应用线性回归模型时
，

可

以放心使用普通最小二乘估计而不必担心是否存在异方差性
，

这对实际应用带来极大的方便
�

但这也说明
，

在异方差条件下
，

协方差矩阵 �。 �
�句的四种估计 ��，

��，
��，

�。 还不理想
，

需要进一步寻求更好的估计
�

虽�
�

模拟方法及步骤

我们选择了含四个自变量的线性回归模型
，

确定了自变量的取值范围及六种不同的样本大小
，

选择了五

种具有代表性的误差结构形式及两种常见分布正态分布和 亡分布
�

制定了合理的模拟步骤
，

对不同的组合确

定了 �����次重复
，

以提高模拟结果的可靠性
�

�
�

� 模拟计算方法

在回归模型 ��
�

��中
，

我们取 �个自变量 ��，��，��，��，

回归系数 刀
‘ � ��

，
�

，
�

，
�

，
��得回归模型

夕，� �� ��，� � ��，� � �劣，�� �劣 ‘� � ‘ �，

为�
�乞� �

，
�

，… ，��� � �
，
�

，
�

，
��的取值范围确定在 �� �之间的均匀分布

�

�‘ 选取不同的误差结构
，

��
�

��的假定条件 日
��

�二 。 ，

选择了 �种不同的误差结构 �误差函数�于 ��
�

��
�

��
�

��

并满足

����

����

����

����

����

“ 二 �犷
，

�、 � 协云�丁
“之

，

“ 艺�
办

，� � �
�

��梦
，

��
�

��

‘ ，� 了
�，。��，� � �

�

��。犷
，

�‘ � 斌
�，��

�，� � �
�

���，�。犷
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其中 时 是服从标准正态分布 ���
，

��或服从自由度为 �的 艺分布 ����的随机变量
�

误差结构 ���是等方差

结构
，

即不存在异方差性
�

异方差往往是由于自变量的取值不同所引起
，

因此误差结构 ���的异方差仅由自

变量 �� 的不同取值所致
�

其方差 �����‘�� �‘���犷、 ���
，
���或 ����。 ‘�� �����

二‘���梦、 �����
�

误差结构 ���

的异方差是由自变量 �� 的取值加上一个常数 �
�

�所引起
�

同理
，

���和 ���分别与 �个自变量 ��，二� 和 �

个自变量
��，

��
，�� 的联合作用有关

�

误差方差最大的是 ���
，

最小的是 ���
�

所以选取的这些误差结构具有

一定的代表性 �见 �����������
�

对不同的误差结构
，

不同的样本量 。 � ��
，

��
，

��
，
���

，
��� 和 ��� 进行模拟

�

�
�

� 模拟步骤

引进记号 叮���
，
�� �

，
�分别表示 时 服从正态分布 ���

，
��和 �分布 ����������

， � 二 �
，
�

，
�

，
�

，
�分别表示

误差结构 ���
，
���

，
���

，
���和 ������爪�

， 。 � �
，
�

，
�

，
�

，
�

，
�分别表示 、 � ��

，
��

，
��

，
���

，
���和 ���

�

具体模

拟步骤如下
�

���取 �� �
， � � �

，
饥 � ��

���由叮��� 确定 时 的分布
�

���由 �����确定误差结构 �‘�

��� 由 �����确定样本量 化

��� 对固定的 叮���
，
�����

，

可。 �
，

随机产生 �见高慧漩 �������叮 和 �勺
，

并计算
�，和协方差矩阵 蚕 二

�������
�
��，��

，

由��
�

��式计算 �
，�

从而形成设计矩阵 � 和随机观测向量 �
�

由��
�

��式计算回归系数厅
，

由��
�

��

式计算协方差矩阵 ����角
，

由 ��
�

��、 ��
�

��式计算协方差矩阵 ��，
��，

��，
��，

��
�

记模型 ��
�

��的系数向量为

�� 二 ��
，
�

，

�
，

�
，
��

，

用不同的协方差矩阵 ��，
��，

��，
�如 ��

分别对回归系数进行假设检验
，

��
， �
口� 二 �儿 和

��
� �‘了� � 。 ，

无二 �
，

�
，
�

，
�

，
�

，

其检验统计量为 �统计量
，

显著性水平为 ����
�

���重复 ��������次
，

计算 口与 万平均值的差
，

反映了对回归系数的估计精度
�
计算 ����� 次中拒绝

��
，
和 ��

� 的百分率及平均百分率
�
计算 ��

�
�角以及 ��，

��
，
��，

��，
�。
的平均值及其迹

�
计算 ��

�
�娜的

平均值与各 ��，
��，

��，
�如 �� 的平均值之差的平方的迹

，

它反映了对协方差矩阵的估计精度
�

���置 � 二 。 十 �
，

如果 � � �
，

则置 二 二 �并转到 ���
�
否则

，

返回到 ����

��� 置 泞 二 、 十 �
，

如果 占 � �
，

则置 � � �并转到 ����否则
，

返回到 ����

��� 置 �二 �� �
，

如果 �� �
，

则模拟结束� 否则
，

返回到 ���
�

号�
�

模拟结果与分析

本节主要对以上模拟结果绘图分析
，

分析不同误差结构对回归系数估计精度的影响
� 不同协方差矩阵估

计 ��，
��，

��，
�如 ��对回归系数检验结果的影响

�
分析不同协方差矩阵 ��，

��，
��，

��，
��
的估计误差

，

为实际应用选择最优的协方差矩阵提供依据
�

�
�

� 回归系数的估计精度比较

在固定的 时情况下
，

对不同的误差结构
，

各计算 ����� 个回归系数的平均值与 刀的差
，

分析在不同条件

下回归系数的估计精度
�

图 �给出了在 时 服从正态分布 ���
，

��的情况下
，

误差结构分别为 ���
，
���

，
���

，

���的回归系数的估计精度
�

由图 �可以看出
，

在误差结构为 ���
，

即等方差的情况下
，

回归系数的估计精度最高
�在误差结构为 ���

，

即异方差存在且方差较大的情况下
，

回归系数的估计精度最低
� 随着样本量的增大

，

估计精度随之提高
，

但

提高的速度随着方差的增大而降低
�

如在误差结构 ���和 ���下
，

只要 。 全���
，

则估计误差近于 ��而在误

差结构 ���和 ���下
， � 全��� 才能使估计误差近于 �

，

对 ���有类似的结果
�

总之
，

在误差方差较小或样

本量较大 �
��全���的情况下

，

回归系数的估计精度都会提高
�

�
�

� 不同协方差矩阵检验 ��
� �

�

口、 � �� 的差异比较

在不同的误差结构下
·，

用不同的协方差矩阵 ��，
��，

��
，
��，

�� 对回归系数进行检验 ��
� �
尽� 二 ��

，

�二 �
，
�

，
�

，
�

，
�

，

显著性水平为 ����
，

计算 �����次重复拒绝 ��
�
的百分率

，

这个百分数越接近于 �
�

��
，

对应的

协方差矩阵就越好
�

任取部分结果绘于图 �
二

图 �列出了在 �穿� ���
，

��的情况下
，

取误差结构为 ���
，
���

，
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��� 估 �
·

��

计

霎
。

·

。。�

�

�亡工」八口�︸
·
自�

︹口

︹曰

估误差计

一
�

�

���

��
�

�生

�� �� �� ��� ��� ���

样本大小

图 �� �� ��� 印� ���

样本大小

估 �
，

��

计

霎
�

·

���

�

︸﹃���﹃
。

估计误差

一�
�

���
一�

�

���

一
�

�

��
一�

�

��

�� �� �� ��� ��� �田

样本大小

�� �� �� ���

样本大小

图 � 误差结构为

���
�

日�

���
，

���
，
���

，
���

，

回归系数的估计误差

�
�

��
��争一 ��

一月�一 ��

仍��巧

拒 �
·

��

绝

率

���
，

��

�
�

� �
�

�

勺�
�任
‘
亡」��︶叭�����

绝拒率

�
�

�� � ��

�� �� �� ��� ��� ���

祥本大小

�� 劝 �� ���

样本大小

��� ���

归口�二改」，几�︸日

门︺
钾

门︺�

拒绝率
叹占乃‘︹�月口�︸﹄︺叭”﹄刀�夕节卜︸�刃

︸︷︸︷︸
�

�

��
盯�

，

��

拒

绝
率 。

�

�
�

��

�� �� �� ��� ��� �〕习

祥本大小

图 � 不同误差结构下拒绝 ��
， �

� ‘ �����曰‘ �����沽��

�� 加 �� ��� ��� ���

样本大小

尽、 � ��的百分率
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���
，

���
，

分别用协方差矩阵 ��，
��，

��，
��，

��
检验 ��

� �
口� 二 �

，

��
� �
口� � �

，

��
， �
口� � �及 ��

� �
口� � �

的结果
�

由图 �看出
�

无论是误差等方差 �����还是误差异方差 ����
，
���

，
����情况下

，
��是最优的

，

��最差� 当样本量 � 全��� 时
，

它们都趋于一致 �
�

���在误差异方差情况下
，

五种不同的协方差矩阵的优劣

依次为 ��，
��，

��，
��，

���随着误差方差的增大
，

从 ���变化到 ���
，
�� 和 �� 逐渐显示出其优越性

，

即

趋于 。刀�
�

图 �仅给出了少数几种情况下的结果
，

对其余情况的结果类似
�

图 �给出了拒绝 ��
� �
口、 二 ���

，

人� �
，
�

，

�
，
�

，
�的平均百分率

，

结果与图 �类似
，

但趋势更明显
�

一叫今一
�

��

一刁卜� ��

�，士� 刀�

�令十�
�

刀�

七

�裕一 刀�

�
‘月二

氏�

均拒平绝率
��‘今‘�����盔�

︸”﹄刀�卜︸刀︸”‘﹄夸一

������

���
���������������

�
��
��

�����，
人︹曰

门︸

��

平均拒绝率

�� �� �� ���

祥本大小

��� ��� �� �� �� ���

祥本大小

��� ���

图 � 不同误差结构下拒绝 ��
� �
口� � �。 的平均百分率

�
�

� 不同协方差矩阵检验 ��
� �
口、 � �的差异比较

在不同的误差结构下
，

用不同的协方差矩阵 ��，
��，

��，
��，

��
对回归系数进行检验 ��� � 方、 二 。 ，

�� �
，

�
，
�

，

� �
，

显著性水平为 。
�

��
，

计算 �����次重复拒绝 ��
�
的百分率

，

即功效 �������
，

功效越大
，

对应

的协方差矩阵应该说越好
�

但是它与 ��
� 的检验是一对矛盾

，

应是协调的关系
，

过大或过小都不好
�

取部分

结果绘于图 �
，

其它结果与此类似
�

由图 �看出
�

当 。 全 ��� 时
，

不同协方差矩阵下的检验功效都趋于 ��当

� ‘ �� 时
，

��，

��，

��
基本一致

，

且界于 �� 和 ��
之间

，

所以 ��，
��，

�� 不失是好估计
�

�����口

拒绝率

�� �� �� ��� ��� ���

样本大小

图 � 不同误差结构下拒绝 ��
�

�� ���

样本大小

��� ���

�
夕、 二 。 的百分率 �功效�

�
�

� 不同协方差矩阵的迹及其估计精度比较

由 ��
�

��
，

��
�

。�一����式计算各协方差矩阵 ����局
，
刀�，

��，
刀�，

刀�，
刀 。 的平均值及其迹

�
计算 ����厅�的

平均值与各 ��，
��，

��，
��，

�� 的平均值之差的平方的迹
，

它反映了协方差矩阵的估计精度
�

图 �给出了不
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同误差结构下�
�，
��，

��，
��，

��
的平均值的迹

�

，人门‘弓��
�

亡︺�一一川们习一日一节�

︷︸︸︸︸
，一今一 ��

一刁一
�

��
一去

叫

一��

一〕 卜一 ��

一翎卜一 ��

�丫小
�

�� �� �� ���

样本大小

��� ��� 印 �� �� ��� ��〕 ���

样本大小

图 � 不同协方差矩阵 �，，
��，

��，
��，

��平均值的迹

图 �显示
�

各协方差矩阵迹的大小依次为 ��，
��，

��，
��，

��
�

其中 �，，
��，

��
三者基本相同

，

且与 ��
，

��
差异较大

，

这与检验 ��
�
的结果是一致的

，

方差越大
，

拒绝 ��
� 的百分率越小

�

当样本量 � 全��� 时
，

各

协方差矩阵的迹趋于一致
，

且逐渐减小
�

盯�
一令

�

一 刀�

一书一 刀�

一」卜�
��

一州踌一刀件

一潇一刀�

只��乃�‘口月甘�弓口八�

迹
一州卜� ��
�

叫卜一 ��
�，卜� ��
�洲玲一��
一，卜� ��

�侣
‘

���
卜

�
�卜�����

�
�

��������

�
��
���

﹄
匕���

︸日�八︸�一乃曰
迹

权乏

�� �� �� ��� �困

样本大小

�� �� �� �印

样本大小

��� ���

图 � ����动的平均值与 ��，
��，

��，
��，

��
的平均值之差的平方的迹

由图 �看出
�

无论在等方差或异方差下
，

��
的估计精度最高

，

�� 的精度最低
�

估计误差的大小随着

误差方差的增大而增大
，

当 � 全�� 时
，

它们的估计误差都趋于 ��

虽�
�

讨论与结论

以上是在 时 � ���
，

��条件下的模拟结果
，

对 时 、 ����的模拟结果与其完全类似
�

在模型 ��
�

��中
，

回

归系数分别为 �
，
�

，
�几�

，

所以自变量 匀
，

�� �
，
�

，
�

，
�对 夕的作用是不均衡的

，

因此再取均衡模型

万�� �� �� 、� � �劣 ‘� � ��，� � �� ‘� � ‘ ，
��

�

��

进行模拟
�

其模拟结果与对 ��
�

��的模拟结果也完全类似
�

考虑到 从，取值范围的不同
，

是否对模拟结果有影

响
，

再选取 为了 〔 ��
，
��进行模拟

，

其结果与 从， ‘ ��
，
��的模拟结果也完全类似

�

对两种不同的分布
，

两种不
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�

协才差阵估计的比较 ���

同的模型
，

两种不同的取值范围和五种不同的误差结构
，

共 �� 种组合
，

各进行了 �����次模拟
，

所以模拟结

果具有一定的可靠性
�

这种模拟对理论研究也具有一定的指导作用
�

如在误差异方差条件下
，

对协方差矩阵 ����角的估计有

几
，

���
，

几
，

几
·

其中 ��，
��，

��
都是在 �� 的基础上改进获得的

�

事实上
，

��，
��，

��
是将 ��

中 好

分别乘以一个膨胀因子 ���� 一 哟
，
����一 从，�及 ����一 从‘�

“
得到的

�

从模拟结果看出
，

膨胀因子 ���� 一 ��
，

����一 从
�

�偏小
，

而 ����一 从、�
“ 则偏大

�

所以
，

对寻找界于 ����一 从
，�与 ����一 从

，
�
“ 之间的一个膨胀因子

，

得到 ����用 更好的估计具有指导意义
�

从我们的模拟结果可以得出如下主要结论
�

�
�

在等方差条件下当样本大小 � 全�� 和在异方差条件下样本大小 。 全�� 时
，

可得到精度较高的 口的

最小二乘估计
�

且估计误差随样本量的增大而降低
，

随误差方差的增大而上升
�

�
�

在异方差条件下
，

专为估计协方差矩阵 ��
�
�局的四种估计 ��，

��，
��，

�。 中
，

最优者为 ��
�

�
�

无论是在等方差条件下
，

还是在异方差条件下
，

对 讹
�
�局的五种估计 ��

是最优者
�

因此
，

当我们应

用线性回归模型时
，

可以放心使用普通最小二乘估计而不必担心是否存在异方差性
�
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