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线性随机微分方程与其����采样

模型参数变换的一般解法
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摘 要

在 〔�〕结果的基础上，
本文给出了线性随机微分方程与其 ���� 形式采样模型问题的一般解

法
。
它可以在两者之间用其中一个的参数解出另一个的参数

�

这个解法是容易由计算机实现的
�

在统计意义上研究线性随机微分方程和 ����模型的关系
，

对于连续系统建模
、

连续随

机系统的数字仿真
、
随机系统的控制都具有重要意义

�

〔�〕 曾论证了 �����。
， 。 一��模型是

。 维线性随机微分方程的采样模型的充要条件
，

它们是一组关于两者参数变换的非线性方程
�

��〕还给出了 。 ��， …，
�时这组方程的特殊解法

�

本文将在讨论这组方程解的个数
、

各解之

间的关系的基础上
，

给出对任何 。 都适用的一般解法
�

考虑规范形的 。 维线性随机微分方程

�
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其中 ��份��为维纳过程
，
刀��。�一�了�〕�一代�古一古

‘

�
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若多项式 ����一介�
。 �刀

” 一生�…十气 的根 脚，
后� �

，
�

， … ， 。 互异
，

且有负实部
，

则��
�

��

的稳定解 ���约�的协方差函数为���

竹�习�� 。 彗习
巡己垫鲤丝卫业

， ， �，�、
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‘
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其中 ���� 垒风介
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。
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具
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。
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一，�

其中�确�为白噪声
，
刀减一���

�

若多项式 必伪�一矛十价夕
一�十…十争

。

的根熟
，
感���

异
，

并在单位圆内
，

则��
�

��的解 ��好的协方差函数为山

��
�

��

… ， 二 互
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�，�的 一 。 矛习
。 ‘口�夕

‘
�日�万
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�
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创
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其中 ��幼 ��一
工十久�一

，十…十久一�

饥� � �， 一川
一�

夕争 感
，
了��

如果 �
。
�习和 下�的

，

对常数 刁��及 二��
，
土�

，
士�

， … ，

满足

�
。
�二刁����二�

则称��
�

��为��
�

劝的采样间隔为 刁的采样模型
�

若 ��士脚�沪�
，

��
�

��是��
�

��的采样模型的充要条件为

卿一产
‘
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�一一石砰不万一一
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由��
�

��
，

若已知 脚
，

则可唯一解出，
�

反之
，

若已知外
，
而且为复数时

，

则 灿‘
可能多值

，

刁�� ” ‘� ���夕‘��孟兀

�〔 ��
，
士 �

，
土�

， …�
，
一 二����扒《 二

但如果我们对具有参数 成 的实际系统采样
，

总存在充分小的 刁
，

使得 一 二《 ��成刁《 二
�

此时
，

二�， 一工�成刁
，

所以当 刁充分小时
，

取 无��
，

则有 ��户
‘一工�成

�

在这样的意义上
，

当 刁充分

小时
，

多值性将不存在

本文设 ，‘
或 脚 为已知

，

仅讨论由��
�

��提供的关于 嵘
、
月

‘
与嵘

、
�‘ 关系的 。 个非线性方

程的解及解法
�

�一�

已知 ��’ 彗
，

月
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， … ， 。 一��求 �时

，

氏
，
坛一 �

， …， 。 一 ��

��� ��
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��解的个数及各解之间的关系

以 �日�幻
， 。 差�表示��

�

匀左端为已知时的解
，

由于 口�幻 可能含若干个零根
，

所以 日�幻可

表示为
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“
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，
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当且仅当下面诸条件成立
�

���犷自
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若 砚��
、
耐�� 中某对共扼复数中的一个满足瓦��一况匀

一�，

则与之共扼的另一个也必须满

足此式�

证明 �必要性�设 �剔���幻
，
二户，�是��

�

��的解
�
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�

刃易得

昭
，
匆

‘，，�介�。 ‘，，�万
�
�一时

‘，，夕
�，
�夕

‘
�翻

�，�杯
�

� ��
·

��

设两个多项式

评
‘了，�劣�

则由��
�

��
、

��
�

��可得

一�。，·

�一 ‘�一�红“
，，

�慈恤
一 �‘ �“ ，�” �衅，，， ‘一 ‘ ，

�

�“ ，�夕
‘
�沂

�
�一�

‘，，�扒�抓
�

� ��
·

��

上式意味着两个阶不 高于 恤一劝 的实系 数 多 项 式 ���� �劝
、

���� �劝 在
。 个 互 异 点

�介�万�，话��
， …，

好 上有相同的值
�

所以它们的阶
、
系数均相等�于是根也相等�

，

故可得

由上式可得

�充分性�不失一般性
，

设

介一�，，

嵘
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二沪
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‘，一‘��“ 一砚
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故 �日‘助�
�
�

， 。 舒，
’〕 也是��

�

��的解
�

推论 � 若已知��
�

��的一个解 日的
，
没有非零重根

，

有 啊 个模不等于 �的非零 实根
，

。 �对模不等于 �的共扼复根
�

则��
�

匀共有 分��“ 个解
�

证明

�
，
�

， 二 、

设 ��、 簇吸�甸，

。 ��纯
，

则共有

任取 哪 个�对�由其倒数替换
，
共有

�
吨十 肠，

�
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·
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� � � � � � �吸十物�
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�

加上解 口份�
，

故共有 �凡十“ 个解
�

当 ，，��
，

啊� 二一 �时
，
分

�十、 有最大值 分
一�

�

故有

推论 � 在推论 �的条件下
，

��
�

匀最多有 分砚 个解
�

推论 � 在��
�

劲所有解中
，

必有唯一的一个解 �酬哟李�
， 。 钾，�，

邵时李�的根全部在单位

圆上�若没有模等于 �的根
，

即满足 ���入模型的可逆条件�
，

并在诸解中岭
〕， 为最大

。

，
�，� ·



证明 对��
�

��任一个解 口卿 的所有模大于 �的根用其倒数替换
，
即得 夕” �幻

，

并 由

定理 �中的恤��可知
，

相应的 �’ 尸
，

在诸解中为最大
�
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��
哩

�一 ��
‘

�兵
�

。
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当 价�二一 �时由归
�

��可得

日�熟�日�万��嵘�讨 一��，�夕矛��一 。 ‘

据根定理 �及其推论和上面各式
，

可得下面解��
�

��的步骤
�

和 �由��
�

��算出 二
‘ ，

唇��
， … ， “

〔五�由��
�

��可得

�
�
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「� �勿�万�� 恤十沂��
’
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�
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� �，’ � ’ 三‘， �”
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�
�卜

�
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由于 扒 互异
，

并在单位圆内
，

上式左边的范德蒙矩阵的逆存在
，

故可唯一解出 呐
，
也可由

附录 �所提供的范德蒙矩阵逆的表达式
，

直接得到

。 一 ‘�‘ 一价
·

燕龟
，，�，，一，厂‘�恤，��”

，
���一 ” ，��“ �一 。 户�

其中 �
‘ ，，垒溉价才�肠�万

‘
�卜

‘一 ‘

君矛十君沙
一，

��
二�君 垒燕�

�一 �” �扩”

由上式计算 呐
，

了一 �
， … ， 。 ，

可以避免当范德蒙行列式的值很小时
，

计算机舍入误差的影响
�

了

山�从 姚 开始依次判断 岭 是否等于零
，

直到出现第一个不等于零的系数
，

即 叭
一，
为

止
�

。 ��当 犷笋�时
，

解代数方程

。 卜�

了� 。 。 一，��了
一 工�…� 。 。

一�

的所有根
，

设为 仇
， ���

， … ， �
�

如果 ���
，
则执行�����

���由于��十嘴���
�
�场

，

解之可得

�
�
� �爪十 、 �宋二万��� 或 �

�
一 肠

，一扩万奢二诬
�

���

任取其中一个即可
�

、���对 瓜
， �� �

， … ， 犷 中所有模大于 �的进行倒数替换
，

即得从的， ���
， …， � �见推

论 ��

·
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‘�，
��� 。 �一�一�

������由��
�

��得

� �� 一入护��

。 全，
，
� �一 ��

�。 卜���彗� �二
” ，一�，

若 护��
， 。 护

翻
�叭嵘

�

�二�

由已知 ��
‘，
喀一�

， …， 。 一�
，
��苦�求 �月

‘��
， …， 。 一�

， 。 圣�

�����
�

匀解的个数及各解之间的关系

以 �����
， 。 彗�表示��

�

��右端已知时的解
�

由于 风��
，

所以 ����没有零根
�

但从 角

开始可能有若干个系数等于零
，

故 ���、一般可表示为

����
一风一县��

一
���， 风一沪 ” ， ”

命“ 一工

可得

��”
‘
���一 ” ‘

�一 �一 ��
护

月奈
，

�� �仲蓄一或� ��
�

��

�一 ��
�

月卜
，

� �
，
�月

。
� � ��

�

��

定理 ， 设 ��‘�，��，一，华·�

愈�
�一烯

‘，，， 。 ，，” 是��
·

�，的解
，

则如果

��
‘，，
���一月袋

一

县��
一哪

�，
�

· �犷
，’
�

也是��
�

匆的解
，

当而且仅当下列条件成立

������ �，，

����月卿二
�

一月黔李
�，

�����烯
�，。 彭

�，或买
�，一 一买

�，， �
铃
注�

����。 二
�，‘ � 。 二

��，

俨注
�

若 呱幻
，

绒
�� ， �一 �

， …， ， 中某对共扼复数中的一个满足 抓��� 一琪
��，

则与之共辘的另一

个也必需满足此式�

证明 �必要性�设 ���为�刀�
，
�’ 尹

�

�是��
�

��的解
，

则由��
�

��得

�梦
，
洲

幻�和
‘
���

‘，，
�一灿

‘
�� 。 二

�，，���，�护
‘
��

‘���一 仲
‘
� ��

�

��

分别设两个多项式

�“ ，��，。 �一�，·” 酬�渺�
、

丝�
劣一 。�，�

’

�。
氢

‘梦
�劣�，一

， ，一 �，
�

由��
�

�、 、

��
�

��可得

�‘，，�灿矛�一�
‘�，�时�

，
落��

， … ， 。

上式表明两个阶数不高于伽一��的多项式����恤�
、
��幻�劝

，

在 ， 个互异点 时
，
坛一 �

， … ， 。

上有相同值
，

所以它们有相同的阶数
、
系数�于是有相同的根�

，

故可得

犷，一 ，，，

抓��
，
�必” ，，

睁，�叱��
， ���

， …， �

因而可证

·
�，� 。

买
�，一�二

‘， 或 买
�，一 一厉

�，�



由 ‘�，〕一。 �
·

�月�
。 ，

丝
。����

’ ， �

，一 ，，
�及��

·

��可证 。 “��’一“��’

由 脚
�一 �一幼

‘ ’。 夕
’ ，

尽袋�
，
夕一 �

，
�可证 月卿李一月黔二

�

�充分性� 注意到��
�

��
，

由���一����容证

。 二
�，，�‘�，

�脚��
‘，，�一脚���梦，

，
�‘�，又” 谬

��‘�，
�一灿办

推论 � 若 已知��
�

匀的一个解 ����
，

没有重根
，

而有 啊个实根
，

毗

�
” 王� 。 �

个解
�

推论 � 在推论 �的条件下
，

归
�

��最多有 ��’ 一土
个解

�

推论 �
、
�的证明与推论 �

、
�类似

�

对共扼复根
，

则��
�

��

共有

推论 �

证明

��
�

��的所有解中
，

唯一存在一个解 ��川���
，

它的根都具有非正实部
�

��
�
由

设

对��
�

劣任一个解 ���夕所有具有正实部的根 �
。
由 一�� 替换

，

即可证
�

武
、
口‘ 解出 �彗

、
月

‘
的解法

�
‘
叠�“ �一脚��”

‘
��。

‘口�介�口�夕不
�
�万

�
�必�万

�

��
，
落� �

， … ， 。 ��
�

��

‘ �到
一
分“ 一�勿

二 一力 》斌
垒瓦扩

一�十几扩
一 ，十…十礼

则由��
�

��得

��娜
、
���一和

‘
�。 ��。 足一��时�一关

据根定理 �及上面各式�可得下面由嵘
、
�‘ 解出 武

、
月

‘
的解法

�

���由��
�

��算出�
�

����由��
�

��得

��
�

句

九介…九

﹃

﹁

�
���飞����

�

孤︸…几
，‘山

尸����
�

�
��
��︼﹁�

�

�������，���成 �灿圣�
“

溅 �” 盖�
�

斌 �” 苦�
，

丈神圣�
” 一 �

�灿鑫�
” 一�

�灿芝�
“ 一�

，一，上�广汀��

�
���

由于 。 �

互异
，

具有负实部
，

上式左边范德蒙矩阵的逆存在
，

故可唯一解出瓦
�

也可利用附录 �的结果
，

得出

‘ 一 ‘� ‘ 一 �一��呀燕��，俩沪树州扩�万�����扩�� ‘一 ‘ ， “ ，

一
“

其中 ��， ，垒馨
�才�衅�卜

‘一 ‘

时“ 十时，一 ‘ �… �嵘垒县��
一
礴

�����从 乙，开始依次判断 �‘ 是否等于零
，

直到出现第一个不等于零的系数为止
，

则第一个

不等于零的系数即为配
� �

����若 二祷�
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