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均值参数矩阵的可容许性估计
�

陈 清 平
�郧阳师范专科学校

，

丹江口
，
�������

摘 要

本文讨论矩阵正态回归模型 从
‘ 、 ，，‘

��。 ，
习 因 ��中均值参数矩阵 。 的可容许估计

，

给出

了一个线性估计在一切估计类中是可容许的充分条件
，

必要条件或充分必要条件
，

推广了目前已

知的结果

关键词
�
正态回归模型

，

二次矩阵损失
，
�

一

可容许性
�

学科分类号
� �����

��
�

引 音

矩阵正态回归模型
�

丫
‘ 、 。 ‘

� 万�� 。 ，
习 冈 �� �习 � 〔�，� � ��

，

��
�

��

其中 万�� 。 ，
习 � ��表示矩阵正态分布

，

��
、 、 ， 是 已知的设计矩阵

， 。 �、 。 ‘
是未知参数矩阵

，

公
、 、 ，、

和 �
。 、 ，，、

是已知的或未知的
，

� 。 是矩阵正态分布的均值矩阵
，
习 冈 � 是 � 按行拉直所

得的多元正态分布的协方差矩阵
，

我们称为模型 ��
�

��
�

为了估计参数 �。 ，

设矩阵估计量为 ����
，

取损失函数
�

������
，
���� �����一 �。 �

‘

�����一 �。 �
，

其中 � 是 �� �阶已知矩阵
�

相应的风险矩阵为
�

几��
，
�。 ，

�艺
，

���� ��。
，

�二
，
���������

，
�。 �

·

当 � 已知时
，

风险矩阵记为 双��
，
�。 ，

剐
�

为了评价两个估计
，

多元分析中常用 �
一

优准则
，

即若
�

‘，·�丑��
，，
�。 ，

�艺
，
����三 ‘，

·

�丑��
�，
�。 ，

�艺
，

���」
，

对一切的 �。
，

�习
，

���成立
�

且存在 �。
。 ，

�公〕，巧��使严格不等号成立
，

则称 � ，
����

一

优于

��
���

�

注意到风险矩阵的非负定性
，

我们有 � ，
����

一

优于 ��
���

，

即若
�

几��
�，
�。 ，

�习
，
���三几��

�，
�。 ，

�习
，
��� ����

�
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对一切的 �。
，

�习
，
���成立

，

且存在 �。
。 ，

�艺
。 ，

巧��使得
�

几��
�，
�。 。 ，

�习
。 ，

����一 丑��
�，
�。 。 ，

�习
。 ，

����笋�
·

显然 〔弄优准则比 �
一

优准则能更加全面地刻划估计的优良性
�

相应上述的优良性准则
，

当 � 二 吞
，
�是已知的

，

��
���二 � 时

，
�

�

����、
�� ����称任何满

足 ��
�

��式的估计 刀�
���是 。 的 ������、�� 估计

，

且证明了 �������，类型的估计是 �������
估

计
�

谢民育 �����称 刀���是可容许估计
�

若不存在任何估计 ‘弄优或 �
一

优于 ����
，

分别记为

���� 万阳
，

侧��了拍
，

根据������� ����� 的结果
，

文 ���假定 � 二 吞
，
习 � 云 � 二 ��

挂 ，

得到

了对于任一已知矩阵 �
，
�� 是 。 的可容许估计的充耍条件

�

本文在比文 ���更一般的条件下
，

讨论 。 和 �。 的可容许估计
·

文 价一��中的一些结果可以推出在模型 ��� ��下
，

刀���了����，
同时若 刀���艾�甄 则 ����万�。

·

反之
，

不成立
·

本文将主要讨谁件可容许性
，

得到了

�� 是 �� 的 �
一

可容许的充分条件
，

必耍条件或充要条件
�

号�
�

主要结果及证明

引理 �
�

� 在模型��
�

��下
，

设 ��、 。 ，

�，、 ，，

��
。 、 ，�‘

是已知矩阵
，

且 �和 � 是非奇异矩阵
�

���若 ����言�。

���若 ����育�。

，

则 ���州� 百��
。 兀

，

则等价于 �刀图
� 万��

���

引理 ��� 在模型 ��
�

��下
，

设 �
，
�和 � 是已知矩阵

，

则

�� � � � �� 幸二令 �� � ��
� �

其中 烤�令 ”

表示等价
，

马
� ���’ ��

一
�’

�

证明 必要性 若 �� 十 � 侧 �。 ，

则 石� � �
仃

计
，

仿文 网 中的定理 �可知 � � ��
�� 一 ，��

，

现设

����使得

和 � 二 只二� 一���
，

在线性估计类中也是 �� 的 。 可容许估
�� 不是 �。 的 �

一

可容许估计
，

则存在

几��
，
�。 ，

习�三几��
，
�。 ，

习� ��
·

��

对一切的 �。
，

剐 都成立
，

且存在 �。
。 ，

乳�使得

侧�
，
�� 。 ，

习。
�一 几��

，
�� 。 ，

习。
�笋�

�

注意到 � � 只
�� 一 ���

，

有

几���
·

� 工�。
�

，
�。 ，

习�� ����
·

� ��。
�一 ���

，
��。 一 �。

�
，
艺�

，

��
·

��

几���
·

� ����
，
�。 ，

习�� ���
，

�
，
��。 一 �。

�
，
习�

，

��
·

��

其中 �� 满足 只��一��� 二 ��� 一 ���
。 ，
几���

·

���。
�

，
�。 ，

习�是表示 ��� � ����的风

险矩阵
�

由��
�

��
，

��
�

��和 ��
�

��知
�

几���
·

�����
一 ���

，
�。 ，

习�三���
，

�
，
�。 ，

习�

对一切的 �。
，

黝 成立
，

且在 �� 。 一 �。 ，
艺。
�处有

�

丑���
·

� ����
一 ���

，
�。 ，

习�一 几��
，
��

，
习�笋�



成立
·

这与 �� � � 下�。 矛盾
，

故 �� 言����
·

充分性 若存在 ����“ 一优于 �� � �
，

则有 ��� 一 �万
。
�十 ��

。。 ‘子一优于 ��
，

这

与 �� 、 �� 矛盾
�

引理证毕
�

石

在模型��
�

��中
，

当 习 和 � 都是已知时
，

引理 �
�

�也成立
�

引理 ��� 设 矶
� 爪 一 �����， ��� 伪 几�

，
� 是 已知矩阵

，

则 �� 万 。 等价于� � 对称
，

入‘�石�〔 ��
，
��且 入����� ��

�，七��
，

其中 入‘���是矩阵 � 的第 �大特征根
�

证明见文 ���中定理 �
�

�
�

引理 ��� 若 � 和 � 为同阶矩阵
，

则 ��� 三��
骨

��， 存在对称矩阵 �
，

� 的特征根

在 ��
。
��中

， ��，���石���
��、，，����且使得 � � ��

�

引理 �
�

� 若 �和 � 为同阶矩阵
，

且
�二
����助 二 � � �

，

则 �别 全 �刃 且
���
���夕 一 �刀�上

� 一 �

骨存在对称矩阵 �
，

� 的特征根在 ��
，

��中
，

且等于 �的特征根至多两个
， ��
�������

� ，

使得 � 二 ��
�

定理 �
�

� 设 丫
‘ 、 ，，‘

一 ��。
，

习 。 。 ��
、

其中 艺 � ��� � 〔�都是已知的
， ��、�������� �则

�

�
�
�� ����一

�习 对称
，
久、���任 ���

‘

��且 入�、���� 王�
，‘ 全 ���

几

�
。

当 �， 时
，

�� 了����一优�� 三优�’�
�
�

当 �全�时
，

�
之‘
�若 �艺�

‘
三�习�

‘ ， ��，‘���艺�
‘ 一 �习�

‘
�七�一 �

，

则 �� 言�����

��
�
�若 州��

’

�� 侧��
‘
�

·

�� 下����
·

则

�习�
‘
三�艺�

，
�

�、��，���习�
‘ 一 �习�

‘

�全�一 �
，

其中 州����己巨阵 � 的列向量所生成的线性空间
�

证明 �
。
由引理 �

�

�和引理 ��即知
�

�
”

充分性由引理 �
�

�
，

引理 ��和引理 �
�

�即知
，

必要性注意到 �� 在线性估计类中也是

���� 的可容许估计
，

仿文 同 中的定理 �即可证明
�

�
。

由引理 �
·

�和引理 �
·

�即知 �
“
�成立 一下证 ��

，
�由 �� 万�。 头��

，
�习�

’
三 �习�

’ ，

现设
��、，、��工习�

‘ 一 石艺石
‘
�� �一 �

，

则由引理 �
�

魂和引理 �
�

�知存在 � 全 。 ，
久‘���任 ��

，
��且等于 �

的特征根至少有三个
， ����，��工艺

’�”�� ��川��对�� �
，

石艺‘�� �� �艺 ‘�“�
，

下证 石� 不是 ���� 的

〔、一可容许估计
�

仿文 网 中定理 �
�

�的变换得
�

����刀

、、了���吸�几
��

�了�、、

勺口�

、

�
�

���了几
“

�� ��。 一�只号
其中 砚

‘ 、 ，，‘ 一 万�刀
，

不
， 。 ��

，
刀 任刀“ ’ ，‘ �

由引理 �一 中 ���有 ��
�

��等价于

��
，

� �、
��了石

， ‘〕
��� 一 �，� 一

�子
�，、刀� 一 ���

�

�� � ��

令 � � ��
一 ‘�“ ‘

一

�二 刀� 一 ‘�“
，

则

�
，‘ 、 ，，‘

� 万�‘乙
，
不

，
的 不

，‘
�

�



记 � 和 � 的第 ‘ 个列 自量为
��”

�� ���‘
，

几
‘ ，… ，

易 ‘�
‘
�三 。 三

�� 和 。 ‘ ，

将 汤 分成两段
，

记为 �‘ � �娜
‘，‘ ，

对
�，‘�

‘ ，

其中
，‘ ，

同样地有 ‘、 ‘ � ���
’

�“ “ ” ·

�
�� 。 �一 ’

�。 一 ��

����
’���

， 」

，��
�，‘�

，，

作随机向量函数

��”
，

且 万��“ ��� �几
�
���

‘��
，
������三

‘ ’�
，… ，

兀
，。
��二�’��

， 。
‘

�“ ，� ���
，�

， ‘、么
，’，… ，

�
一

粼’�
，

从文 ���中的

定理 �
�

�的证明知

��亥���
‘��一 �

一

，‘ ’��
‘

�万���
，��一 �

一

��‘��� 〔���
‘�一 。

一

��‘��
‘

���
‘�一 ��‘�� ��

�

��

对一切的

由 ��

杯
‘�成立

�

且在 “ �‘�� �处成立严格不等号
�

幅
知

，

作 “
�洲�

“ 的
俄

�

、、性��‘��
�

����几 �

一致地 “ 一

优于

��令
、、�口�

�

、、��了

卜����恤�芯��万�

��
�吸了�、

了�‘龟、 、

由上述的推导知 �� 不是 �。 的可容许估计
�

系�
�

� 在定理 �
�

�的假定下
，

�
�
石� � 万 份 。

骨
石习对称

，
久‘�石�〔 ��

，
��且 入�体�� ��

，�七��
，

且 万 � ���一 ，���

仃

�
�

当 �三�时
，
石�

�
�

当 �全�时
，

� � �
�矿

�。 嘴�今 �￡�� 三�习�� 且 � 二 只
�一����

�
，、
�若 石习�

‘
��习�

‘ ，���、���艺�
‘ 一 �艺�

‘
�全�一 �

，

且 � �� ���一，���则

���

�� �� 、
〔矛

��
�
�若 州��

‘

��州��
‘
�
，
石丫 � � � ��

�了
则

�习石
‘
三�习�

‘ ， ��，、���习�
‘ 一 �习�

‘
�七�一 � 且 � � ���一 ���

·

定理��� 设 矶��
，‘
� ��� 。 ，

习 。 ��
，
艺 � �和 � � �都是已知的

，
�。 线性可估

�����石��� �
，��，、������

，、 ，

则有

���当 �三�时
，

则

�� � �� 幸二李
�

矛�
�
�
� � � ����

‘
艺一 ‘��

一
�

’
习一 ‘

以��
� �习�

‘
三石���

‘
习一 ’

��� �
‘

����当 �全�时
，

���若 �
�
�
，

��
，�和 �

�
�
� ��，‘������

‘
习一 ’����

‘ 一 �习�
’
�全�一 �成立

，

则 �� 言�。 �

����若 州��
‘
石

’

��州��
‘
�且 �� ���

，

则 �
�
�

，

���和 �
�
�同时成立

·

证明 ��� 由 �� ��。 知 �� 在线性估计类中是 �。 的可容许性估计
·

类似文 ��� 中定

理 �的证明知必耍性成立
，

充分性 记 �� ����
，
习一 ’��

一
�

，
习一 ‘�

，

显然 �云是一个充分统计量
，

且 �� � 石��

注意到 ���的风险矩阵 �����一 �。 �
‘

����一 �。 �中的每一个元素都存在且有限
，

从而耍

证 ��云可容许
，

只须证明任一矩阵风险函数的每一个元素处处有限的估计 石���不能 �一优

于 石��
，

记 ‘。����� ��“�������
，

对于任一
，，。 ��

，

我们有
，，‘������

，
�。 �，，是关于向

，

���
·



��
，
���

，，
��
���

，，… ，

刀
” 、

���
‘

�
‘

的凸函数
，

其中 �‘���是 飞厄阵估计量 ����的第 注个列向

由���、��� 不等式有
�

量量

�，�
‘

�。���一 �。 �
’

�。���一 �。 �
，，全 〔 ，�‘�，

。
����一 �。 �

’

�。
。
����一 �。 �

，，

对一切的 。 都成立
�

又由
，�的任意性知

�

〔�，���一 �。 �
‘

�‘���一 �。 �全 〔�。
�
����一 �。 �

‘

�。
。
����一 �。 �

因此 只需证明基于 ��的估计不能 �一优于 ���即可
�

取正交矩阵 � � ���
，

乃�
，

其中

州���卜 州���且 ��利 为 州�刃 夕的正投影阵
�

令 � 二 到��
，

得

� � 万��
，

�冈 ��
，

其中 � 二 利� 。 ，

� � 到���
‘
习�犷�

‘
��

�

由
��，、�����

，· ，

易知
���、�����

，， ，

从而 ��� �
，

当 。 〔 刀
，� ，‘�

时
，

刀 〔 几
了
’

� ” ‘ ，

由

��二 �� � 知
，

基于 ��的估计即为 � 的估计
，

且由 �� 可估知
，

存在 � 使得 � 二 ��
，

且

�。 � �� 。 � ���刀
，

因此

��� �
〔了
�。
一

��� � 言����

由
，·

无�石����
��、������� �三 �

，
����侧�

‘
� �艺�

‘ ，
����州�

‘ � 石���
‘习一 ‘����

‘ ，

由

定理 �
�

�的 �� 知 ��� 的充分条件成立
�

类似 ���的推导
，

由定理 �
�

�的 �
�

知 ����成立
�

注 当 丫
‘ � ，，�

� ��� 。 ， 。 �￡ ⑧ ��
，

其中 �
，
艺 � �和 � � �都是已知

，
�。 和 ，� � �未

知
，

则定理 ��中的 ��� 成立
�

����中的 ���成立
�

定理 �
�

� 丫
‘ 、 ，��

一 万�� 。 ，，�习 闪 不
。
�
，��、，������ �

，

�� �一 ‘
�

，
习一 ‘�

，

其中 � ��

�
，艺一 ’�

，

�
，
习 � �和 � � �都是已知的

， 。 和 尹 � �未知参数
�

��� 若 “ �
，

则 。 万峨

���� 若 �七�
，

则 �不是 。 的 〔、一可容许估计
�

�且证明 ��� 依定理 �
�

�中的注即知
�

下证 ����
�

记
�

邓� �� 一 ��
‘�

，
习一 ‘
�丫 一 �氏

和 。 ‘
是 � 和 。 的第 �个列向量

，

且

�‘ 一州 。 、 ，， “�一 ‘
�
，

取 。 ‘ 的估计为

。 �

�
‘ �

一 �一 “
’
艺一 ‘ ” ，

拉意

兴一 �盖
一�，

毋与 ���
、

，

其中

独立

资 �� 二

—
义

’

��

下证 �� ��
�，

�
�，… ，

�
。 �
�一致地

，‘ 一 尹� ��������
�� ‘�

‘拼一优于 �
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