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，

上海
，
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摘 要

本文讨论了在方差
一
协方差矩阵半正定条件下

，

��������� 均值
一
方差最优投资组合模型的

求解问题
，

利用主成分分析法得到了解析解
，

从而弥补了原模型的一个缺陷
�

关 键 词
� �二�����

�
均值

一
方差模型

，

主成分分析
，

两基金定理
�
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� ����

�

号�
�

引 言

证券投资是一种买卖或持有一定数量的有价证券 �金融资产�
，

借以获得利益的行为
，

它是

市场经济条件中个人或机构投资的主要形式
�

现代投资理论的核心是投资组合理论
，

它的奠基

者美国经济学家马柯维茨 ������ �
�

��������������年发表的具有历史意义的论文 《 ���������

����������》 和 ����年出版的同名专著提出了均值
一 方差模型

，

研究在一定风险水平上取得最

大的预期收益
，

或在一定收益水平上使风险达到最小的投资组合选择问题
�

�卜��等进一步发展

了该理论
，

在一系列假设及资产收益的协方差矩阵满秩条件下得到了解析解
，

并证明了著名的

两基金定理
�

但当协方差矩阵为奇异时
，

该求解方法不再适用
�

很少见到这方面的文章
，

只是

在文献 ��� 中 �����试图技术性地构造两个新的基金使得两基金定理仍成立
�

但是 �����的推导

过程存在错误
�

本文讨论了协方差矩阵半正定的情形
，

利用主成分分析法给出了均值
一
方差模

型的求解方法
，

并得到了解析解及两基金定理
�

从而弥补了���������均值
一
方差模型的一个

缺陷
、

第二节简要回顾了����������的原模型的求解方法
，

第三节讨论当协方差矩阵为奇异时

的求解方法
，

并给出了解析解
�

最后是结论及进一步可能的推广
�

号�
�

经典 ��������
� 均值 一 方差模型

首先介绍一些定义和基本概念
�

设市场有 � 种风险资产
，
� 二 ��

�，

瓜
，

二
，
�

。
�
‘

为他们的收益率向量
，

其中凡 为第�种资

产之收益率
� �� � ���

�，
���，… ，

�戈
�

�
‘ �� 户 � ���

�，
拌�

，… ，
拼。
�
，
为他们的期望收益率向量

�

�。 � ��
�，、 �，… ，

二
，�

�
‘
为投资组合向量

，

其中鞠 为投资于第�种资产的比例
，

又 、 ‘ 二 二 ‘
�二 ��

艺��

������ �艺 二，
�、
为投资组合的总收益

� ������� 。 ‘
艺二 �� 尹��� 为投资组合总收益的方差

，

乞二 �

�
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在这里将方差视为风险的度量
�

则在允许卖空 �即不要求 妈 全��的情况下
，

��������� 模型

为
�

�
、 ，

�����������兮 ��

�
����

�二
，
艺二 ��

�

�
。 �

、

二口 ‘
�万� 乏�

�

�
�

〔���� 二
，户全��，

艺 二�� �
‘
� “ �

，

乞��

其中 ￡ 为收益向量 刃 的协方差矩阵
，
�� ��

，
�

，… ，

��’
先简要回顾一下方差

一
协方差矩阵正定条件下的解析解

�

��� 当 艺 非奇异即正定时
，

用 ���
�
��罗 乘子法

，

可得其最优解为 �这里省略了推导过程�
�

叨
，
� 占�￡一 �拼� 占�￡一 �了

，

其中 百�
，
占� 为 �������� 乘数因子

�

令 入� � 占，��艺一， 和 入� 二 占�尸�一 ‘�
，

则有

艺一 �“
�

艺一 ��
‘ ’

一 “ ‘ ，万不
十 “ �了及万万

�一 “ ‘切�� 入�‘ 于

其中 二犷二 ￡一 ‘户��尸艺
一 ’
川

，
二霆� ￡一 ‘����’ 艺一 ‘刀 的分量和均为 �

，

故可以看作两个基金
，

故称

上式为两基金分离定理
�

��� 最优解对应的风险为
�

， � �
、 、 � �

� 了 门 � 、 � ，� � ， � 廿 、 �
占

�
一 【口 � 二二 �� 乙飞刀 二二 —���，� ��

�。 一 一 任 十 一
、 ，

� � ，、
诀 气 � � ， �

�乙� 一 � 一 、 � � 七

其中
。 � ��’ 艺一 ‘拼

，
�二 川￡一 ‘�

， 。 � ��名一 ‘�
�

当 �� 一 护 � �时
，

在 �
�，，� “

�
一
平面上这是一条抛物

线
，

它的上半部分称为投资有效前沿
�

但是当 ￡ 为奇异时
，

逆矩阵 艺一 ’
不存在

，

在运用 ����
���� 乘子法求解时不能做逆运算

，

因此上述方法不再适用
，

以下给出了 艺半正定条件下模型的求解方法
�

虽�
�

协方差矩阵半正定时的均值 一 方差分析

当协方差矩阵 艺 奇异即半正定时
，

设它的秩
� � � ，

这时存在一正交矩阵 � �见 ��
，

��」�，使
得 �佗� 是一个对角矩阵 �

，

其中 � 二 ������
�，
��

，… ，
�

， ，
�

，… ，

��
，
�‘ �乞二 �

，… ，

��是 兄 的非

零特征值
，

矩阵 � 的第 乞列就是 兄 的特征值 �，对应的特征向量
�

为简单起见
，

不妨假设
�二 �一 �

，

即 艺的零特征值只有一个
，

此时 � � ������
�，
��

， 二
，
�。 一 �

，

��
�

作变换 、 二 �二 ，

则问题交成
�

���������兰�
�。 ��、 �

� �
一�

，
��
一�

一�·

�
一一勿艺切

，��今︸

�
�

�
·

�����
�。 ‘
�‘ � ，少‘�

‘
户 七�� ，

艺 二，� � ‘
�

，
�� �

艺� �

这相当干引入了
了�
个新的基金

，

其中前 � 一 �个基金是风险基金
，

对应的投资权重
��，二�， ·

晰
一 ��第 � 个基金是无风险基金

，

其对应的投资权重为
。 。 �
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下面我们先解出
� 的解析解

，

利用 ����
���� 乘子法

，

设

�飞一 �

� 艺
�

矛。
‘ 一 占，�

�，
�

，拼 一 �，
�一 占

�
�
� ‘
口

，
了一 ��

�

二�︸
�

� �
�，�， 。 �，

万�，、�拼 一 占�。 ��� �
，
乞� �

其中 。 ，
为矩阵 � 的第 乞列向量

，
艺二 �

，
�

，

�
，… ，�， 一 �

，

�
�

令 口��口
�， � 夕，�、一

叽

�‘
� 占��厂

‘ ，‘
�拼� 占

��厂
‘ 。
��

�� 占���
‘ �‘ � 占�。厂’�‘

，

乞� �
，
�

， � 一 �
�

���

然后令 口��口认
、
� �

，

得

‘�。 认拼 � 占
�二
�
�

��� 占，�
，�
� 凡�

。 �

� �
，
�

，… ，儿
·

�得
�

���

�����式中
�，� 。

��
，，
�

，
� 。
��

，
坛

令 口��口占
， 二 �和 口��口如 �

、

�
廿、、�刀产

��月任
��了飞了���、

�
。 ，� ‘ � ，，，，

���

艺
���，� �

，

、、，了、、�，了︸勺八�
了刀胜、
‘

百了‘、

乞��

将 ���代入 ���和 ���
，

得
�

。 ，、 。 ，，
� 。， ’

艺
。�‘ 。
矛、 。 宁王一 �

又 。厂‘ �‘�‘ � ��，

属
�

叹兰
�

。 ，，
乙
，， � 占， 又 。厂‘�，�‘ � 如 � 。厂‘占矛二 �

�

滚�� 云��

了�一 � 甲不一 � ��一�

记 � �二 又 �尸叮
，
� �二 艺 �厂‘叭乙‘

，
� �� � �扮砖

�

则式 ���和式 ���可写成
�

、、尹、、声舀沙口�
一﹄�﹃卜�

�‘�、矛�广、

落��

勺，，�，，
� 占�� � 占�� � ��，

�，、
�
，、 � 占�� � 占�� � �

�

由 ���得
�

�

乙
，�

�� 二 一��‘
�

�”
���

��
‘

�
� 乙

，� 一 ��
‘
�
� �，�。

得

占��且�
，， 一 ��，，

�� 占
�
���

。 一 ��
，�

��
�，�

，� 一 �，��

���

，�冬���代入 ���得
�

�� 二 一

� 。
�
�，乙

，� 一 �。
�

�乙蕊一 ��
���

，、
� ��吴

���

再由���得
�

占� �
乙。 �与乙

。 一 �。
�

�嵘 一 ���。
阮 � �嵘
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�����’��’
��乙

，� 一 ��

�嵘一 ��嘶�
。 � �嵘

则式 ���和式 ����可写为
�

如 � 一 ��� ，

灰 � 帐��

将 ��
，
�和 ���

‘
�代入 ���和 ��

‘

�
，

得
�

。
才�

‘ 、。�’
�
� ‘乙

，， 一 乙‘� 。
�
，

�
�

� �

勺
二� 瓦��一

��几万 � 。 � ” ‘ �

乞� �
，
�

，… ，� 一 �
，

�
�山司��

一一
�门乙

根据 二
，
� ���

，

并记

、 。 � �
。 ‘�，。 ‘�，… ， 。 ，，�

卜 �
�
‘
�即矩阵�第乞行的前 � 一 �维向量�

。 �，‘�� �。
���，。 �，‘ ，… ， 。 ，‘，，

�
‘
�即矩阵�第���� 。 维向量�

，

万 � �
��乙

，， 一 乙��
，，，… ，�，，一 �乙

，， 一 �
�

卜 ��，‘

�
‘
�为�� 一 ��维向量�

，

云� �
�。 ‘ ，�。 ，，… ， 。 。 ‘

��为� �
�� 一 ��维矩阵�

，

�� �����。
�，。 �，

… ， 。 ，�一 ���为 �� 一 ��
� �

��

一�维对角矩阵�
，

�派一

写一
、 ’
�一 “，� 一 、 一，� ·‘��

一
‘，·，’‘ 一 ‘� �

一
最优组合为

、。 �
� �厅云

一 ‘万 � ，‘�，‘�。 ，�
�

��一 ��
入�一 一—�

‘
乙�一 �

�

十 入�
��” �

�
，��。 �

�二 入�二犷� 入
��盆

，

����

其中 入� � 。 �忆 �一 ‘万
，

入� � 。 ，，
了

‘ 。 �，‘�
�

根据 ���� 弋我们可以看出
，

在协方差矩阵半正定条件下最优投资组合可以表示成一个风险

基金 切�和一个无风险基金 二二的线性组合
，

即此时两基金定理仍然成立
�

再计算最�龙组合对应的风险
�

， ‘ � 、 、 ， ， � ， ， ， 、 ’

目
� 。 ，

牛�
口

一

气叨 � � ����� 人 �� 乙
�云 �艺� 乙

� ���且乙乳一 ��
�，、
�

，�
� �

’

�

蕊��

���。于
“
��
� ‘乙。 一 �‘�。

�
“ 、 ‘

�
���。 一 �。

�
�

肋轰一 ��
� 。 乙。 � �嵘

’

即 � “
是关于 ��

，

的抛物线函数
，

所以有效前沿曲线在 �
��，� “�

一
平面上是抛物型的 �附图 �

，
��

今

匕
。 �

图 � 艺 正定 图 � � 半正定
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互�
�

结 束 语

本文讨论了 ���������� 均值
一

方差模型在协方差矩阵半正定条件下的最优解
，

并证明了这

仲情况下两基金定理仍然成立
，

这是对 ��������
�
模型的进一步完善

�

本文之方法还可以进一

步推广
�

首先 入��������
�
均值

一
方差模型中假定收益向量的分布服从多元正态分布

，

因此均值

和协方差完全决定了分布
，

均值
一

方差分析是合理的
，

但实际市场上资产收益的分布是有偏
、

厚尾的
，

不服从正态分布
，

仅用一
、

二阶矩不足以描述收益之分布
，

因此在优化 目标或约束条

件中应考虑高阶矩 �����
�

另一方面 ���������� 均值
一
方差模型是单周期的静态的

，

应考虑多周

期动态模型
�

在这两种推广中也存在协方差矩阵可能降秩的情形
，

我们的方法也可应用 于这两

种推广情形
，

我们将另文讨论
�

我们的方法本质上是主成分分析法
，

它也适用协方差矩阵满秩的情形
，

只是计算最优投资

组合不需要这么做
�

但用我们的方法可以得到关于市场的更多的信息
，

事实上
，

协方差矩阵的

最大特征根对应的特征向量是最大风险组合
，

而最小特征根对应的特征向量是最小风险组合
，

如最小特征根为零
，

对应的特征向量就是无风险组合
�
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