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摘 要

本文研究了由随机加权法产生的经验过程及分位点过程的强逼近
� ’

夸�
，

引
�

言

�����山于 ����年提出了 卫劝时，����方法
，
在统计的许多领域中已取得很好的应用

�

随

后郑忠国叻于 ����年推广了��时
�����方法而提出随机加权法

�

在分布逼近中
，
可 以 看 到

随机加权法在很多地方优于��
。 加七���法

�

在 〔��中郑忠国就均值估计误差分布计算与 ����众

的 卫泊。���
���方法作了比较

，
指出了它的若干优点

，

而 〔��也指出，
一类具有渐近展开分布独立

���
，�

一 � �
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、 ，一品

、 ，
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�
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一
和的随机加权逼近中

，
其通近速度为��祥��

，
而以往的常规正态逼近仅能 达��一法 �

�

从而，� ” “ 钾

砚， ‘ “ �
认趋枯

一 ’ 一 ’
抖趋“ 鸽浅 �， ’

�刃百�”
‘�
肠 协

“ 刁 甲洲�
’
助档� 协

“ “
心

一

�刁石�
’

�� 、 ” “

琳在这种情况下
，
随机加权逼近比正态逼近要精密

�

��� 中定理 �指出 勿
，
一

，
叭

，
���

，
尸 非格子点分布且 刀�

二�
�
“
��� 时

，
心下 场一种��二 的

分布使用随机加权逼近的速 度为��渊
�

本文作者在 〔�」中指出，
即使 � 是格子点分布

，
同

样条件下
，
创下怀一户��。 的分布用随机加权逼近速度为

。 � � 、
口�

��气，二二 ，
、丫 几 �

，
且算出

“
口

，

中的精确常数

为 ���叼厂丽
。 �注

��为分布格子窗宽
，
���一刀遗�

，
仅为��以的

�
叩 �

、 ， � ， 。 � � �二
， �

“ 。 ，，

遇班述反 口��，�� 声甲天
一口一 ，

、 、 �孔 �

指出的常数 ��
、 几万。 的一半�见����

�

总之
，
随机加权法有着许多优点

，
值得进一步研究

�

然而
，
在以上及许多场合中

，
随机加权法的具体应用及论证都是采取分布展开或某一特殊

办法进行的
�

所以我们想能否把这种方法在各种问题上取得统一的论证
，
至少能在某一范围内

达到 目的
�

本文试图在经验过程和分位点过程两个方面上达到统一 即获得这两过程的强逼

近
�

从而获得许多与经验过程和分位点过程有关的统计量分布的随机加权逼近
�

县�
�

定理及其证明

首先我们用随机加权法构造一随机过程
，
即一种广义经验过程

�

然后讨论其强逼近性
�

设 �
�， … ，

�
。

为随机变量
，
满足 �

��… ��
。
��，且 �

�，… ，
�

。

的联合分布为 �主�王���“

分布
�

构造一随机过程如下
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其中勿
，
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，
且与�

�， … ，
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。

独立
�

��
·

�是示性函数
�

其实构造 ��丹这个权的一个简单办法是
�

若 红
， … ， ，，

���
，
吮、 ��

，

��上均匀分布
，
����叹

勿，《 …喊气
一�》 为其次序统计量

，
令 价����

，
价时��， 则 �

‘���
‘�一��

‘一��，
感��

，
�

， …，
钱

随机加权逼近的目的是 利用 、
瓜��

。

�劝 一尸
�

�劝�的统 计特性 去 模拟 召百 �尸
。

�劝一

��劝�的统计特性
，
本文不是直接讨论它的统计特性

，
而是讨论随机过程 心百�丑

，�

�劝 一�
。

�劝�

的强逼近
，
然后使用强逼近的性质同样获得如上的结果

�

另外
，
给出广义分位点过程

碳�公��召下���
�

�‘�一��
�
�，�� ��

�
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这里 �
一�

�
·

�表示 尸�
·

�的逆函数
�

本文的主要结果如下
�

定理 � 设 ��劝是 二‘
的分布函数

，
其它符号同上

，
则对几乎所有样本 吮

，

勺
， … ，

存在一

列 �������� 桥 ��
。

�夕�
，
�喊夕喊��及一个 ������ 过程 ���，

，
协�

，
�喊夕成�

， 公���使得
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����口���
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�
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�闷目�雷�十 “

其中 不�帆�一汇
了������� 二�万��吧 。 �酉

奋 定理 � 设分布函数 ��劝二阶可导
，
且二阶导数有界

，
��尹

‘
��

，
则存在同定理 主的两过

程对几乎所有样本 衍
，

甸
， … ，

有

����且���尸
一 ‘
�云���二�‘�一�

·

�‘��一��乙�“��
�

·
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一主
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�
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�
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定理 � 设 夕�劝为
二� 的分布

，
则对几乎所有样本 甸

，
勿

， …，
有

曰��
�����口� ��

�心百�万
，

�
二
�一尸

。

�
二
��一心下�夕

。

�二�一尸�
二���二 ��乙�，��

。 �

�
�

定理 �

衍
，
勿

， …，
有

假定 ��」中定理 �
�

�
�

�条件成立
，
如果 血� ��劝���

，
则对几乎所 有样本

一�‘ �田���
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�，�一 、
瓜�尸�
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一�
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�
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注 � 以上及后面
，
除特别声明

，
尸

。

�劝均为 丸
， … ， 二 。

的经验分布函数
，
��劝为其的分布

函数
�

注 � 这几定理在实际中具有广泛应用
�

在后将说到 ����������一��������
，
������

等统计量上的应用
�

定理 �和 �
，
从大样本上讨论了这些统计量的逼近程度

，
理论上具有实用

意义
�

推论 ��重对数律� 在定理 �条件下
，
有

���� ���。 丁��馆���
、 �一酉

。�� 一二
，
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�
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。 �
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�
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，
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，
勿
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推论 ，
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在定理 �条件下
，
有 分

分
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· “ ·

�
’

、�产、，了产‘�、‘��、

尺· � 自��
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其中
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�
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。
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，
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，
且

��� ��
�

�二�一�
，

�二������二���

�����，�����

下面给出一些具体应用
�

由���
，
令 夕�功��，

沪��巴
� �

其中�� 表示 勿
， … ， 必�

给定下的条件分布
�
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�
。

日
。
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�‘ 洲‘ �

�’ ��
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��“�一漂
���，�

，
且服从如下分布

���‘ ” �一�一馨
����了” �

’ 一���
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这个 � 称为 ������ 统计量
�

同样由推论���
，

���
，
令 ��功 一�得
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��� 《 即� ��

日��
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召万 ��
。
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其中恶致����， 黑
�
���州 称为 ��������������

‘���� 统计量
，
它们分布有如下分布
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这说明由此结果能很容易地把随机加权法使用到这些统计量上去
�

另外
，
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， … ， 二，
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，
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，
则

斌下��。 ����
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�
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其中 �
，

�劝为

证明

勿
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，

且 ‘ 。 尸恤�
，
感��
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， ， 日��
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��仔
。

�尸
。

�‘��一�
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�云��一 �口
�

�尸�考��一��‘���
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�����几

由��〕中的定理 �
�

�
�

�立得

侈
�

����
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������
万不�，��

�，一���丁不�。 ��

�
。
�

�

尸
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下面估计 �
�
的阶

�

由〔��的定理 �
�

�
�

�
，
则存一 ������

�
�

过程 ���夕
，
云�

，
�喊梦喊�

，

日��
����心� ��

���
��� 《 右���

一甲下 �仔
。

�尸
。

�，�一�
，

�，��一�丢了�尸
。

�。�
， ，�一 。 ���。 ��

�甲百�呀
。

�尸�，��一尸�，��一汇丢了�尸�，�
， 。 �一 。 ���。��

�
。
日

。

��
�

�
一

��

��
一���

云��� 使得

�’

�
�

�
�

��

故有

扩下 ��《 ���
��� ����

一寸二 �公
。

�尸
。

�，��一尸
�

�。��一‘ 备了�尸
�

�，�
， 。 ��

� 阳�
一���� ��

十 ���

一
����“

�了���
。

�尸�。��一��。��一‘ 备了�尸�，�， 。��

�
酉 �了�尸

。

�云�
， 。 �一��尸�云�

， 。 ��

���乙�，����
� �

�

�
�

�
�

��
�

���

由经验过程的重对数律和

故由���中的定理 �
�

��
�

�得

寸百 �‘ 喊

���
���� 亡� 十。

��
，

�，卜 ‘ �，�卜
�·，

这里的 、 、 ��‘��粤黔�
“ ’，

日��� ���
���公��� �‘ �‘ ��

���乙�。 ��
�

·
日

·

�了�尸�协�� �， ，�一����‘�
， 。��

�
�

由��
�

���有

�。 一��不�。 ��
�

�

�
�

�
�

由�
，，

几
，
��的估计阶及��

�

���证得引理 ��

设 ，�， 白
， … ， ，。

为��
，

��上 ��� 随机变量服从均匀分布
�

二
，

么
， … ，

�
。

是与 眺
，
触

， … 独
立的��

，

��上 ��� 的均匀分布随机变量
，
仔

。

�幼及 口
”

���分别为它们的经验分布函数
�

则��
�

��

可改写为

�盆�右�� 。 万��
一�
�泞二

�
��

�
�一�

一�
��

。

�‘��� ��
�

���

其中
�

。
一�

。

�‘卜号
“ 一�，�

引理 � 使用以上记号
，
有

���恕致�口�
�
��

·

�‘��一 少�‘�一 〔序、 ��，�一，��一��‘�。 �。 一补

���血� �夕�
，
�少

。

�‘��一夕
一，
�‘�卜 。 �汇蚤��馆 �哈 。 �却

，
� 。 �

�
�

��
�

���

��
�

���

注意此处的 。 �

�
�

是在给定 红
，
如

， … ， �。 意义下成立的
�

证明 使用引理 �类似证法可证���
�

下面仅证���
�

由分位点重对数律有

一
���

�



溉�口二
，
����‘��一口

一，
�，�气鹦 �序护�少

·

�‘��一�
·

�‘�� 劝
，

�����口�
‘
�。�一 。，� 皿��全 。

���一��
���心� �嘴���

‘ 。 � �序���，�一，����� �序�
�
�，�一 ，�

���‘ � �����

一

卜����少
。

�‘�一 ‘�

一 “
尹�������

叼���恶��
，

��� 一 。�

一 ��‘ 蚤�、 、 儿��
�怨��平

�一�，卜，

�
。 �矿丢����、 确

十

宁默队一�。 一 ‘，十默告
。 ���气������叼乃

其中最后一步使用均匀分布的重对数律
�

下面转过来证明定理

定理的证明
� 从�

，
�劝的定义

，
有

凡�
二

卜�“ �

�击
，·

�二��
�

�
”� ‘ ，

�
劣
�、

旱�
� �

�号
�尸

，

�二�、 ‘
�

则

甲百��
。

�劝一风�
二��

�

一「。 � ，
� 妈 一

，

八
，�

� �

�
， 、 � 礼一�、

�丫 性 ��牡
�

�一二一
�

尸
。

�牛、 �����尸 。

�牛�喊二二二 �
一 �

一
’

一
人 、 ” 一� 一 ’ “ 一 �

�一 、 �

一
” 、 一 � 、 怜 �

� ，�九 一�
� 。 ， 、 �

八 一
， 、

�
��� 尘��‘ 二��

。
�幻��、一尸� 〔劣、 �

、 肠 �
一 ’

�

一甲又嵘
�
�夕

， 一 �

卿�一风
一�

� 〕 一

卜。 ‘斗、
一

， ，· �切卜� 、 孟
，

一 ，、 沁刀 一 ‘ ’ ” 一‘ 、 ‘ �“ 一「 “ 、刀育�
其中 夕一

�

�劝一 二

声犷 ，�

�劝耳
。�� �劝、 牛华、

，
显然 夕

。 一�
与风 有着相同的极限性质

，
故

孑、 ’ 一 ’ 一 ‘ 、 一 � ” 一� 一
“ 一 � 一 、 �

一
、 一� � 肠 �’ �拍下 一 ” 一孟 ， ‘ 一门 悯

‘ ，“ ’， � 沙

防
『人协�

，
胁

可把 甲石�公讼
�
�夕一

�
�叼�一几

一�
�劝�看作为

�
。
二寸下�仔�

�
�尸

�

�
二
��一�

”

�二��

此时存在一列 �������。 桥 ��
。

�‘�
，
�叹“ ��及一个 ��

���� 过程 �了勿
，
渗�

，�喊夕‘ �， ‘》 ��

使得

血� ��
。
一�

。

�夕�二��卜��乙�，��
��哎口� �，

班卫�
���含《 ��

】�一汇丁了�����
， 。 �】二��不�。 ��

日
�

�
�

�
�

日
�

尸
�

��
�

���

��
�

���

事实上
，
由引理 �

日��
����口 《 �，

�人 一及���
二���

《
珊乳

�
甲下 ���

‘
�尸

·

�，��一�
·

�
‘
�一 �。 �‘���‘��一���川

�

珊乳
�
�寸����

‘
���‘ ��一尸�

‘
��一�

·

���二川
二��不�。 ����生

�
�

�
�

�
�

由�刀中的定理 �
�

�
�

�在均匀分布的特殊情况
，
得

�卜��不�。��

，习� �



�
会

欲证得��
�

���
，
同理可证��

�

���
�

定理 �证完
�

定理 �的证明
�

运用泰勒展开式
，
由��

�

���得

�艾�，�一寸下�尸
一�
�吞刃

‘
�少

。

�一尸
一�

�余
‘
�，���

二了下 〔��尸一�
�仔

。

�‘��〕一��序�‘�少
�

�一口
一�
�协������

。

�‘��

其中�
。

�，�二口�
�
�少

�

�一尽�
‘
�，�

，
由引理 ����知

� �

默
�

·

�，�一��矿百�������
” �丁�

“ · “ ·

一
� ，�

一 � 临一� 。
久 田了 工

。
�— 以

。

�云�
，
所以由���中的定理 �

�

�
�

�及 �
�

�
�

�知存在一列 ������“ � 桥

��
。

�‘�
，
�《 ‘成��及一 ������ 过程 �了勿

， ‘�
，
�叹夕《 �，

云���使得
。���创二�，

。
一，�一�蛋了�，

， 。��一 。 ���。 �� 。 �

�
�

��� �了百�少
。
一，�一�

。

�，�卜 。 �乙�、 �� �
�

�
�

��
�

���

��
�

���

对于 �盆�幻
，
也存在如上的二过程使得定理 �成立

�

事实上
，

思致���尸
一‘
�‘�����‘�一�

·

�，��

� 日��
�����摇架慕批

〔“ �‘��·，一 “ �‘ �‘，’ 一 ’ ·

�‘，���石
�

�，��

喊��一

卜��������石
。

�，��

介 其中

下证

石
·

�‘�一恕致�
·

�‘�

�
、 �

石。 �

创百
�������瑙买澎翁氏

�

�助
一兀 一

庆
‘
��� 一���

��尸
一�
�云��

��万
’ 一二

�口
。

�才���

·

，
石��一 ‘，一�·

�‘川
�

。 � ���
厂��

一�
咬‘��

�又方
’ 一�

反仔
，�

�‘���
一��

。 �� ��
，

�，��

���
���《 �

��尸
一�
�云��

���
一�

�母
。

�才���

一�

�
一 ��“ �‘�� ‘叹 ·，“ ” 一 ��

�

���

因为 尸�的有二阶导数
，
且其二阶导数有界

，

知

忠旦���尸
一‘
�‘��一���

一 ‘
�‘

·

�‘���《 �黑 ��
一 ‘
�公�一�

一 ‘
�仔

·

�云���

一�摺�只���夕
一 ‘
�‘��一

‘
�‘

·

�‘�一 ‘����黔 �仔
·

�‘�一 ‘��

�

一 ��汇玄���� ��� 。 �
����

�
�

�
�

�
�

以上使用泰勒展开和经验过程重对数律且���
，
故��

�

���证完
�

由〔�〕中的定理 �
�

�
�

�及经验过程重对数律得

怨乙��
·

�‘��一���������
“ �“

，
�

“ · “ ·

由引理 �及��
�

���得

石，� ��不�。 ��

��� ��乙�，��

�
�

�
�

�气
�

�

�
�

尸
�

故可证得��
�

句成立
�

类似地可证��
�

��
�

护，习俘 �’



定理 �及定理 �的证明
�

检查定理 �及定理 �的证 明
，
可知

，
存在一列�����纽� 桥

钾
。

�刃
，
�‘ ，‘ �� 及一 ������ 过程仅勿

，
考�

，
�‘ ，‘ �，

云���使得
份

分

，�� ，甲育�万 。

�，�一尸
�

�二��一了下�尸
。

�二�一��
二
���

���《 留�寸�

喊 日��
一创二�万

，

�二�一�
，

�二��一‘ 丢了�尸 。

�
二
�

， ，��
���《 曰《 ��

� ���
一，� 曰 � 十�

� ���

二
《 口���

�寸���
。

�
二�一尸�二��一 ‘ 蛋了�尸�二�， ，��

� �

�矿
丁了��

。

�二�
， 。 �一汇丁了���二�

， 。 ��

‘ ��双叼�
一

卜�’ ���
�

��

其中�
‘
同��

�

���的�’
�

且

�’ 二��不�。 ��

故可证得定理 �，同理可证明定理 ��

��� �
�

推论 �和推论 �的证明是显然的
，
下面仅证推论 �的���

�

因为

��几
“ �‘� 。 、 卜�

。

�二��
·“ �二卜皿二

�，�。
�

‘ 。 � �召育��
，

�
二
�一�

，

�二��一�
。

�尸�二川
一 。 � 《 奋� 十�
· �

忍致
�
�寸二��

·

�‘ �一�
·

�‘ ���刀
·

���，川
�

�

票乳
�
�召���

·

�
，
�一�

·

�
‘
��一�

·

���
，
川

·

� 血� �心百��
，

�
二
�一�

，

�
二
��一刀

，

�刃��川
一��即���

�� 旧��
��� 亩� ��

�寸下��
”

�二�一�
。

������

���不�。 �����名�。 �
一

�
一

���吨瑰
，�乃〕

���不�，��瑰瑰
。 �万�

�
�

�
�

��

�
�

日
�

��

证完
�

注 � 以上的推论对 、 �下��
。

�劝一尸
。

�劝�成立的
，
在定理 �的条件下对碳�约仍然成

立
�

对于 寸下�万
�

�幻 一�
�

�幻�及 《 �约的强不变原理也成立
�

由于篇幅所限
，
在此不再详

述
。
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