
寸

应用概串统计 第九卷

第四期 ����年 ��月

�五���� ������� �企人�����������������

����七�������� ���
�

���
�

�，
��丫

�， ����

一种 ��������型统计�的中心极限定理

朱 力 行
�中国科学院应用数学研究肮北乳�������

摘 要

本文给出了�种类似于两样本 �������
� 统计量的秩和统计�的中心极限定理

，
特别地当变�

服从球对称分布 �时
，
其极限分布与分布 �无关

�

此统计量可对分布的球对称性进行初步的检脸
�

务�
�

引 言

攀

球对称分布
，

在统计理论和应用上起着一定的作用
�

在一元情形
，

人们提出了各种非参数

型的统计量进行对称性检验
�

如�����
��� 统计量

�

然而
，

目前对多元分布的球对称性的检

验尚比较困难
�

本文考虑一种�������� 型统计量
，

对球对称性进行必要性检验
�

一个分布为球对称分布
，

其充分和必要条件是任何方向上的一维边际分布都是同分布
�

由

此对 �维分布
，

随机地选取 �个正交方向
，

场
， … ，

丙�选取的方法将在下面说明�通过己经得

到的观察值 劣�
， …，

劣
，，

得到投影观察值 �冲，， 了��
，

… ， 。 �感��
， … ，

�
，

然后构造下述随机变

量和
�

， 卫
一 一些

� �
�

�
·

�“
‘ ，
� ‘
�一蔺乖万 暮 燕

工��冲
“成 。 艳

，�
，

��
�

��

感��
， … ，

日
，

其中 ����表示集合 � 的示性函数
，
�

，

��
�， �‘

�实际上相当于做了一个随机坐标旋

转后
，

样本各分量之间的秩和统计量
�

由于各分量之间具有相依性
，
因此它与两样本 �����呱

统计量并不相同
�

但是
，
类似于 ������

�� 统计量
�

夕
·

�几
，
场�也可以用子检验 �艳与 �冲 的分

布是否相同
·

因此凳悲川��
，

���可以用于检验
�
执

‘

一叭‘ 的分布是否相同
，
也就是说

，

对

劣 的分布的球对称性给了一个必要性的检验
�

上面提到的随机选取 �个正交方向
，
主要是为增加检验的可信程度

�

我们 利用 ��������

等���肠�
�幻提出的产生随机正交矩阵的方法选取这 ‘ 个方向

，

如下所述
�

、�汀俨��了
������· 一

�
感

�

姗�‘，

�

成�夕‘，

�

夕

�

一����‘�

�

咖夕‘�

�

��������������内�
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二��
�



是 �只�矩阵
，

其中 一耐��丙《 ，��
�

则每一个���正交矩阵口可以表示成

口���
�。 …��‘��口。 …口，。

�…�仔《。 一�，��一

这里��·������
�， … ，

匀�
， “ ， 士�，

感��
， …，

�
�

设 口均匀分布于所有 ���正交矩阵所成的集合��司中
，
如 人������� 等指出

�

���所有的氏� �‘ 感�夕喊氏 ‘ ，
感·�， … ，

�相互独立。

����口
‘�“ �夕�具有密度函数

夕‘，
����

，������卜
�

，
�
、��

，

上丢竺�
一

晋“ 、
今

其中��
� ， ·

�为户函数
�

��������
‘ 二 士��二���

，
感二�

，… ，
�

�

因此由���加 �
���。 方法可以去产生 ��和氏，，进而产生一个随机正交矩阵�

，

我们把夕

的每一个列向�作为我们所需要的正交方向
�

对于光怒�����， ‘ �

�的极限随机变量�将由定理 �给出�的分布
，

我们可以在 �沁��切��“

表�������� 和 ���七���编�
〔们中查到 �多和 �多置信水平的临界值

�

在本文中
，
我们给出当分布�为球对称时

，

随机向羞和��
�

���
， �‘
�
� 感二�

，…，
补的中心极

限定理和我怒乳���
，“ �的极限分布

，
极限分布与 � 无关

·

如上所说
，
我们在一定意义下

，

给出了一个推广的两样本 ������
�� 统计量的极限性质

，

当 尸不是球对称时
，
也可以得到中心极限定理

，
但这时极限正态分布可能与� 有关

，

这种情况

的初步讨论放在第三节
�

荟�
�

主 要 结 果

先给出球对称分布的几个性质
，
以便我们对主要结果的讨论

�

以下设����

引理 � 设 劣二�晓
， … ，

甸�
�，

则 劣 服从球对称分布当且仅当对每一个侧 中的单位向量

�、 二二�
，

��
�

��

这里记号
‘

咨表示依分布相等
�

�参见���定理 �
�

��
�

引理 ， 若原点不是 � 的原子
，

即 ��二 �，�二�
，

则 � 的任一个双�司维边际分布具有

形如，�峨�… �岭�的密度函数
�

进一步在给定 甸��
， …，

吻 时
·

晓
， …， 。 �的条件分布密度函

数具有��心�…� 。盆�����
二
乳

��… �嵘�的形式
�

�参见 〔��定理 �
�

�
�

��
�

记 夕�才�。 ��吮《 ��
�

引理 � 若原点不是 � 的原子
，

则

�口��，，“ ��孙，一
备一 ��

�

��

这里 吞�
·

�一呀�
·

�或者 �一口�
·

�
，
口�

·

�二��
·

�或者 �一��
·

�
� 、

证明 由球对称性和引理 �
，
���

�一口���二�·口�一 。 孙�
�

由此可证
，

，， ��劣�服从密度函数形如了�叭�好�的球对称分布
，
且

一 ���
�



了
二��一 “ ������“ ���二�一�二几

�‘ 一 “ ��孙��“ ��‘二洲
�抽�

，��‘ 二，，�‘��二‘�‘二

�刃泞��孙����刃劣�
�

归
�

��

�仔���劣���一试�刃劣��。 �口���劣�仔��扮�
�

��
�

��

所以

��刀��一口���劣��口��知����一���百劣��口��孙��。 ������劣����雾劣�
�

��
�

��

则证得��
�

��式
�

我们知道�“ 孙
， ��劣�服从球对称分布

，
现记 公�‘�“ 万劣�为在 �盆劣 给定时 �笙留 的条件分布

函数
�

引理 �

刀泞���二
�

���九�二刀���罗劣
�
�一�孙

，
�。 ��，

，

��
�

��

刀���罗甸��雾劣
�

�仔���劣
，
���断����� ��

�

��

证明 由球对称性和引理 风

�一����劣
，
��孙

，
��公�一��截��扬

，
�

，

刃���盆劣
�

��罗禽
，
�·刀口�一�孙

，
��百肠�

�

由于 ��‘���劣
，
�二公�‘，一�孙，

�
�

则��
�

��得证
�

��
�

��类似地证明
�

准

记 蝙���
，

��� 一

裔刻
‘
���

二‘ 咖
。 一
箭

， ‘ 一，， … ， ‘

石
，�
��

�， �‘
��人

，�、
��

�， �‘
�一刀�而

，�
�“

�， �‘
��笋

，

�
，

感��
， … ，

�
�

� 么
。 ， � �， � � �， � � 、 。 ， �， � � �， � 、 、

� 竺了�气� 石 飞�气“ 汤劣治、 “ �劣�夕一廿又“ �劣��“ �劣�分
，�‘ 一 � 夕哈七

其中犷
�

为由 ��劣
�， …��必

。

张成的 。 一域
�

由于 劣�， … ，
劣

。

独立同分布
，

则知 当 �知
，， … ，

�犷劣
。

给定时��务劣
。 �感��

， … ，

司
，
无，�，

乳

… ， ， 独立服从相同分布
�

��
��
���

， � ‘
�
�
感二�

， … ，

升
，
无��

，
�

， … 。 在 ��劣
�， …， ��劣

。

给定

时
，

分别仅依赖于��犷劣
�， 感二�

， … ，

��
，
���

， … ， ， �

因此

��
。 �

��
， � ‘
�
�
感��

， … ，
��

，
无��

， �
， … ， 。 �

�芜
。 �
��

�， �‘
�
�‘ 一�， …，

��
，

乃一�
， … ， 。 �

�瓦
�
��

�， �‘
�万

。 �
��

�， �，�
��“

，

夕喊��
，

而二�
， … ， 。 �

都是相互独立的随机行向量序列
�

引理� 金
，
遏

���万
，、
��

，，
�‘
�
�‘一�， …，

��
，
�万

，。
�‘

�， 。 ‘
�
�‘ 。 �， …，

���笋
�

�
�

���
，。 � 一 � � 、 ， �

�一 � ，

催很毕叹玖丁河用兄衅
，六� 上 ‘ 一��
工�

证明 我们只要证明对每一对“ ，

力
，
匀喊衣夕《 �当时�� 时

二

慌鑫
二�“ 、

��
�， � ‘

�‘
。 �
��

主，
�，��‘

·

卜去
” ‘，

�
’ 。 。 �

，

��
�

��

这里 占‘，��
，
感�夕

记

��
，
落笋工

了
。 �一刀�石

，�
��

�， �‘
�石

， 、
��

�， �，��买
�

�
�

刀了
。 �一刀万

。 。
��

�， �‘
�万

，�
�吸

，
�，
�

这里 瓦
，
��� ����

�
外一�

习 �����劣
、�“ �劣，�一����劣

，】��劣，��
了叻七

� 翻�翻�



则有

���二
�

�礼一 上�
� 习 习 〔�����抽

��衅二动���加
����丸��笋��

��呐七 忿�单七

一呀���公����子劣
�
�序��孙

‘，
���劣

�
�� ��

�

��

现证明 ” �争�� 时

二

�告郭瓜
�一

二
·

叮峨
为此只要证明对每一对 。 笋希，

在 ”叶�� 时
，
一致地有

��万
。 。 一�了

，，
��了

。

一刀了
。 。 �，�

�

将 �汉�， 展开 ，

利用��
�

��
，

有

��
�

���

��
�

���

刀了硒了��
�

�” 一��
‘ 习 叉 习 另 〔��双���伽

��可二�
�

���衅气�衅丸��笋汗
��单阳 ��哈份 考�价七 孟�哈份

·

�����佃
��衅二

�����衅二。 �衅钧
�

��买价
�

一��口���心���劣
，
�公���劣

��

���劣
�
�����劣�

�

���劣
。
�呀��犷劣

‘�
���劣

。
���

。 一卫‘
� ， ，

、 ，�一 占� 为毕佑 ，�节�
艺 习 ��

�
�夕
�，

介
，
从

，
几�一几�夕

�，

夕
，，
不�

，
乙，��

忍�哈仍 乙�哈确

当么呐夕
，笋��笋几笋无笋�� 时

，

由独立性
，
可知

几�主
，

方
，

瓦
，

动
，

勺�应
，
方

，
石

，

幼与 刀了礴刃了。 的展开式对应项的值相同
�

而这样的项的个数共有�。 一幻�，一���。 一���、 一句
�

因此剩下的项的个数的阶为 ��砂�
�

并且 ��么
，

儿
，
几

， ‘�的绝对值总小于等于 �
，

则知

�二�
。 �二

。 。 一二二
。 �二二

。 。
卜 。
件�

�

下面
，
我们仅需证明 孔一争�� 时

��
�

���

� 石 。 甲 ， � � 、 甲 � � � 、
� 。 �

八

百 离四几洁 、“ �， ��‘�乃
” 翻、“ �， “ ，�一互百

” ‘

广
�

· ��
�

���

不失一般性
，

我们仅计算 而二�的值
�

刀万。 ��
�，� ‘
�万‘ ��

�，�，�

�
’ 戈仁劝下 燕澎

风���恤��撅�工�衅殉��执�
�
解�“执�“低减衅叫

“
撅�

一刀口�‘ �劣
翔，��必�

����加
，���。

‘
�一丑口��知

�
���二

�

����犷二
�
���二

。
��

。 ，典附 匀全�丙�毛 ���，，
�瓦 ‘��，。

��
， ‘��，‘

�，
， ‘��

�

，戈不万萝 高澎
‘ �、肠

’ 夕一 ‘ ，、，， ’ �一 ‘ �、 “ ， “ 尸丁 “ �，， ’ �万
‘

由引理 �和引理 �可得
，

当 感沪了时
，

��
�

���

�
·
�‘

， ‘，一
�
���

，
汤沪不

�一�口��犷劣
�
��抽

，
�

，
而二不

�

����
，

�，�、�， ‘卜��

�‘ 而�一飞�
。
��

，
�笋不

，

乙�
，
而。 乙

�

�·
�‘

， ‘，一
�����

��不

正，瓦

这里记号“�” 表示取最大值
�

则有

�

�。 一��
� 属澎��

，
�圣

， ‘���
，
�而

， ‘�一�“
��

， ‘�一�
‘
�“ ��

与 ��� �



一
舟纵‘�一、 ���勿��知

�

�一翻、
�

�����
气几一 上夕�

’

。 ，
��

�

肠�

当 感·了时
，
同样由引理 �和引理 �可得

刀��一口��了勿��
，����

，

�����。
‘
�一

香
，

�一�
，

�裤不
�
、��

怡
、，矛，公

无
产‘�、

��

�。
��

，

�笋�

不�
，
��不，

�笋苏

��不
，

上一�六�
、��

��
，
尤�。

��
，
不�二�

‘
�不

，

����
，�、�， ‘�一���‘

则当 叽�李�� 时有

�

�六
’

‘ ��愁息急�
����

， ‘，�����， ‘，一�·
��

， ‘，一����， ‘��

� �
、 �，����二，，护�
气孔一 ��

， �

�。 一���。 一，�去
��。 一��

占曰

�
�

�
卜一于

�
�

� 拐
’ ��

�

���

因此��
�

���式成立
�

定理 � 六客
‘�‘二��”

�‘
�
�
感二�

， … ，
好

准 依分布收教于多元正态分布���
，

弄
，��介

�

�� 、 止� �

证明 我们只要证明对每一个非零向量 �二�为
， 二 、

�寻卜宜之
，‘
�

，�
��

�

�属
，孙
一

‘

为�〔 尸
一�
使得

�‘
�

依分布收敛于正态分布 ���
，

��
�

不致混淆
，
记

。 。 � 。 。 �
一

，， 、 、 一
蚤备�

” 、 一

�鑫
“
��鑫

，，一��� ，�‘，〕” ‘
·

��
一 ’

馨
，。”一���，

�‘，

由引理 �
，
只要证明

�

艺 �
�、
依分布收敛于 ���

，
���

无��

由通常的办法
，

考虑特征函数的逐点收敛性
�

即当��� 时对每一个 �〔 �，

外斌
‘，
鑫
�

。 �

卜
�
二�

一

香心 ��
�

���

记 �’ 熟一���熟�萝
·

�
，

我们有盈
“ 熟一�

·

选择随机变量劫礴�
，

在 �盆劣�， … ，
�知

�

给定时
，

嘛 独立且服从 ���
�

。 ��
�

并且与玖
“

�喊乙��相互独立
，

因此 艺 叭
�
服从 ���

，

��
�

为证明��
�

���我们先作一些准备工作
�

记

漆
厅

·�一
馨�

·、 � �

翼
�、 “ ·

则有

习
，���

。 ��夕
��������刀

。 �����， 乙��
， …， 牡一�

�

又记 ��‘�。 �
却�郁�

，

�
“ ��云�为 ��‘�的第 不阶导函数

，

��
�

���

二�� �



，�，
， ，�一��二�，�一��，�一好

“ ，�。 �一毒沪厂
，，�一�

�

召

�
， 、

一
�‘ �

� ‘ �
， ，改

、 ， � 。

澎毛妈 梦少月 以月展 了 犷了一
，

�田十口�夕夕
�

�氏�‘ �
�

同时
，

由了�
·

�的定义
，
可知���������劝 �为

有界值
，
不·�，

�
，
�

�

又有对某个常数 。��
�

和任意的 叭 从

���二 ，�一�合
，�《，，�。 � “�，卜蚤，�

�，，�。 �
�
、 。 ，，，�

由此我们知道
，
对某个 。 ��

�

和任意的 ���

�丑�
。 ， ，��喊 。��，�叮��，����� �夕】’���，�喊���

�

由条件独立性和枯 的选取
，

我们有

��
�

���

，仿�“ 一 “ ，，‘
·，一 ‘
��
���

。 ���
。 ‘
�一了�“

。 �
�一告

��
�
�‘·，�。 一���科

����

刀�月��‘ ，

现证明��
�

灯�
�

��

、 �
��‘

·

卜�

��
，��二�、 卜���一卜奋

�，���，�‘“ 一，
��‘

·

�
��

峪 �

由‘ 的定义
，
有 轰��一习

·��·
履、 �一日‘ �叭

‘ ·

再由��
·

���

�二
。 ��
�。 自‘ 、一、 �一善，、�、 自�二�

二�。 �。
。 ��二

。 �
�一�，�。，�“
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