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摘 要

本文讨论了等待空间有限的成批服务排队系统 皿�皿丫���
，

给出队长平稳分布的精确解
�

还

得到了系统损失概率和平均输出间隔的精确值
�

荟�
�

引 言

对 万�万叮��� 排队系统的研究已有很长的历史
，

特别是 ��了叹了 是正整数�的情形
，

队长和等待时间的瞬时和平稳分布都已给出�参见����
�

但已知的结果均是从嵌入马 氏链 的

角度研究这种排队系统
，

对任意时刻队长的平稳分布等未给出精确的解
�

本文第三节将给出任

意时刻队长平稳分布的精确表达式
，
而且没有对 � 是 �的整倍数的要求�第四节探讨任意时

刻队长平稳分布与嵌入马氏链的平稳分布的关系�利用第四节的结果
，

在第五节得到了平均偷

出间隔
�

引起我们对 万�万丫��� 系统发生兴趣的是双输入匹配服务系统�见 〔���
�

本 文 的 一些

主要结果将用于解释双输入匹配服务系统中正常返条件的概 率 意 义 以及 正 常返 条 件的计

算
。

宁
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�

任意时刻队长平稳分布的一些性质

万�万州��� 排队系统是一个具有有限等待空间的单服务台成批服务系统
，
等待顾 客 的

队长不超过 �
，

每批服务恰好 �个顾客
，
顾客进入服务台后便不算在等待队长中

�

系统的输

入是参数为 入的 ���朋。 � 流
，

服务时间分布为参数为 仲 的指数分布
�

我们假定到达与服务之

间
，

服务与服务之间是相互独立的
�

令 ��力为时刻 公系统中总的顾客数�其中包括正被服务的 顾 客�
，

��约的状 态 空 间 为

��
，
�

，
�

， … ，
�� ，

今
�

由指数分布的遗忘性可知 ��约是连续时间马氏过程
，
它的�一矩阵是

一个��十 ����� ����十��矩阵
� 娜琦

�
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�是不可约矩阵
，
从而 ��约是不可约有限马氏过程

，

下面结论显然成立�见�习�
�

由��约不可约
，

存在唯一的非负向量 “ 满足方程����和 “ �一�
，

事实上
， “ 是正向量

�

记 外��，�二����‘�� ������二感�
，
�‘ 感叹�� �，

�《 了喊�� �，
��‘�二 ��

‘��‘��是一个���

����� �������矩阵
�

设月是 ��‘�的初始分布
，

记 �，�‘����� 。 �。 夕�月�，�‘ 夕《 ����

��‘�一����‘�
，

一 犷，�，
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·

则有 ，�‘�一 �����‘�且极限�整 ��‘�一 ” ，
其 中 �是每个元

素均为 �的列向量���‘�一月
�����‘�且妙 ��‘�一 “ ·

由此可知
，

求解 ��约的平稳分布
，

等价于求解向量 “ �

为此
，

先推导几个有用的关系式
�

展开阅 ��可得到
�

，
冲

一 、 一���
�� 一 、 一

�勃丙十�，

“ �一 、 一

件�鲡

“ �

一
��
一�劲

“ ，一�，

��
一�

‘ �

枷一���
“ 、

��尹�������
�
��
��

﹄、，��了�、
“

一�
‘ �
���一���

“ 朴。

、 一

�工�掌八 �万��

“ 万��一，

“ 万��一�

一

�
土

一
卜

劲
“ �

�一�，

一

又劲
“
科��

���

���

���

���

�����

�����

�����

��
一

卜��

�刀
一

卜����

性质 �
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�—又�一 “ 刃�刁
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�一、产�翻万�日�

在�习中方程�幻两边同时乘上 感
，

然后全部相加可得到

呀

于是

笃
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�勺 �� �十�

证明

性质 �

证明

将���中前夕��个方程相加
，
�喊夕喊�，

便得到所需结论
�

等旧�。一，�“ ，��、一艺。 ‘ �

八 ���� � ‘ ��

用 �’ 一感��乘以方程�幻的两边
，
�《 感嘱�，

再相加所得方程便得到结论
�
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�

队长平稳分布的精确表达式

以方程组���为出发点求解 “ ，
方法是先利用等式�����、 ��’ 一

卜����
，
将 的

， �‘ 感喊�十
犷一�用勺�� 表示出来

，

再用性质 �求出 叭
，
�叹感喊�一�的表达式

，

最后求出 “二
，
便得到全部

伪
，
��感《 万�仁

我们用下面的递推关系式定义序列 ��廿
�

��一�
，

玖 一
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�容易看出
， �，�’ 一 ‘ 一�
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这里加」表示不超过 二 的最大整数
�

��一 是严格单调增序列
�

事实上
，

�尸蔽 满足递推关系
�
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几一
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由以上结果和性质 �可得

定理 � 万�万����� 排队系统任意时刻队长的平稳分布为
扮毋
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由性质 �和规范化条件�� 二�，
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十刀 � �
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代入 刀 � 阴表还两便得判 “��

，
四梢娴表达式
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由于万�万����� 系统只有有限等待空间
，

当一顾客到达时发现 已有��� 个顾客在 系

统中
，

则该顾客立即离开系统并且不再回来
，

我们称该顾客损失掉了
�

对有限等空间的排队系

统来讲
，

损失概率是非常重要的系统指标
�

由于 万�万����� 系统中任意时刻的队长和到达

时刻的队长有相同的平稳分布�参见徐光辉����
，
该系统的损失概率为 “ ，��

�
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服务完成时刻的嵌入马氏链

为了研究输出过程
，

需要了解服务完成时刻系统中队长的平稳分布
�

设 ‘， 为第 二 个服务

完成的时刻
，

记 �盛一��‘
。
���

，
则 ��卧是一个马氏链

，
它的状态空间为 ��
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因此 ��好是有限状态空间不可约马氏链
，

其极限 夕，一��� ���盛�好 存在
，
�哎夕‘ �

�

记

� 为 �一 �夕
。 ， … ，

夕的
，

称 � 为 ��舒的平稳分布
�

� 是满足 �且�尸 和 �。 � 。 的唯一非负

解
�

下面给出 � 和 “ 之间的关系
�

定理 �
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证明 设时刻 ‘ 系统中有了�叹��夕《 ��个顾客
，

则在�‘
， ‘十刁约中有服务完成的概率为

娜坏
�

击���水�
�

那么在�云
，
云�击�中有服务完成且服务完成后留下 �个顾客的概率为
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令 ����为万�万����� 系统的两 相邻输 出之 间的间隔
�

记 刀鑫为参数为 入的 无阶

������ 分布
�
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作者感谢导师徐光辉研究员的指导
，

同时也感谢刘西锁先生的帮助
�
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