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摘 要

本文研究了 矿
一

混合随机变量序列部分和的方差估计
，

给出了部分和方差估计的相合性及渐近

正态性
�

关 键 词
�

矿
一

混合
，

部分和
，

方差估计
，

相合性
，

渐进正态性
�

学 科 分 类 号
� ��� ��

·

号�
�

引言及主要结果

设 ��
。 ， 。 全�� 是概率空间 �几

，
尤

，

即 上的随机变量序列
，

共
，
� 为 尤 中的两个子 。 一

域
�

对于 � � �
，
� � �

，

定义
�

肠 � 以�
‘ ，‘ 〔 刀

，

凡 � ��瓜
，
�任 ��

�

定义最大相关系数
�

��片
，
召��

����
������

，
��

�
�任 ���滋�

，
� 〔 ���召��

�

称 ��
。 ，� 全��是 ��� 混合的

，

若

户����
���户�，�凡

，
�三

赴

三��
，���

‘ ，
该全�� ���曰

�
， 。 丹 ��

�

令 风 � ���伽�凡
，

肠�
，

非空有限子集 �
，
� � �

，

且 ������
，
��全 。 �

�

对于三角组列 伏
� ‘ ，

�三该三�
。
�

，

气
� 、 ��

，

定义
�

风。 � ���伽�
� “ 。 ，，

乞任 ��
，，�氨，，

�〔 ��
，

非空子集 �
，
� � ��

，
�

，… ，
�。 �

，
������

，
��全���

风 二 ���风
�

�� 混合的概念是由 ���������� 和 ��
�
�������引入的

�

�� 混合序列的性质得到广泛的研

究
�

系统的结果参见陆传荣和林正炎 ���
�

��
一

混合的概念是由�������【��引入的
�

从定义来看
，

��
一

混合比 �� 混合稍强
�

但一些常见的 �
一

混合序列 �如 。 相依序列�都是 矿
一

混合序列
�

而且

在讨论 ��
一

混合序列时
，

对混合系数的收敛速度几乎不要加什么条件
�

因此一些文献 �如 �’����
��� ���等�中反而将 川

一

混合称为弱混合
�

近十多年来
，

矿
一

混合序列的性质也得到了大量的研

究 �参见 ���【�〕�����」���【��等�
�

����������」曾给出如下的中心极限定理 �

�
国家自然科学基金资助项目����������

�

本文 ����年 ��月 �� 日收到
�
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定理 � 设 ��
，�，� 全��为强混合严平稳随机变量序列

，
��� � �

， 〔�扩� ��
，

氏

����。
升 ��

，

则

二 艺 �
， �

乞� �

假设
�

厩 风 � ‘ ，

嵘 �

孔 ， 、 ， ，� � 、

一
一一� ����

， ��
， � 叶 ��

·

��

由����������� 知
，

当进一步有 风 号 �时
， ，

厩
〕 口
尺�� 二 �， � 几此时结合定理 �， 有

�����
￡、

�而马 万��
，，��

�

在 ��
�

��中
，

护 是未知的
，

当 ��
。 ，� 全��为独立随机变量序列时

，

尹 即为 �。
的方差

·

为使

��
�

�� 式得到实际的运用
，

我们需要对 尹 进行估计
�

至今为止已有许多估计方差的方法
，

最常

用的估计为样本方差 ����。 一 ��� 艺��
‘ 一了��

，

其中了 二 ���司艺 �‘ �

当序列为相依时样本方差
云�� 云��

不是 尹 的相合估计
�

但是当序列为平稳序列时
，

在一定的条件下常常有

�一

�杀��
·�， ‘ � ��

·

也就是说
，

当 �充分大时
，

���价 的方差是 沪 的近似
�

而 ���沂 之方差的一个自然估计是

。 � � � 鉴
‘ 了�����一 �了

。 、 “

刀 。 �

� 一 丁
一

一丁甲
，
万 乙 �

��下一一
一 ，

了乙 一 ‘ 一 � ���
、

�￡

���

其中 ��
，‘ ，，‘ 全 ��为一�’��正整数

，
�三�� �

。
三 � ，

��
。 ，� 全 ��为一列正整数

，

������ 艺 �
�，

之二�� �

、 �、�一 �’����
，

了
�� 一 �����觉�

‘
�

�氛
� 是样本 �乓����价��二

一般地
，

��������和 ����【���给出了 。 � 的如下估计
�

�一尹�“万����
�十 �����

， 〔�、 � 户
�

定义
�

�
，
�

，

二
，� 一 ��的样本方差

·

对 �全 �
，

记 ， 二 ��������
，
���

，
��

�毅
， 二

敏
，
� �

今
几 一 �� �写�旦等四�

’

��
�

��

�刀

几 一 �� �

厂竺巡旦卫旦、”

、 价 �
’ ��

�

��

�
、矛
�几、‘

·

厂

������� 和 ��������对于平稳 �
一

混合序列的情况
，

给出了凡
，，
及 瓦

�
是 ， 的相合估计

，

并给

出了它们的渐近正态性
�

��������
，
�����和 �������研究了平稳 ����及 �� 的情况

�

本文要

研究的是 矿
一

混合随机变量序列
�

在本文的主要定理中
，

都有 风 叶 。 的条件
，

因此为行文方

便
，

下面称随机变量序列 ���
，� 全��是 广

一

混合的
，

若 风 斗 �
�

记 � 为常数
，

在不同的地方

可代表不同的值
�

主要结果如下
�

定理 � 令 ��
、 ， 。 全��为严平稳 矿

一

混合随机变量序列
，
��， 二 �

， 〔�犷
� ” � ��

，
� 全 �

，

嵘 。 ��
， � 、 ��

�

令

、、声声

��
��工了

‘吸、� �。 弓 ��
，

�� �
���

， 。 斗 ��
�
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�

川
一

混合随机变黄序列部分和的方差估计 ���

��
，，

其
。 ，

凡 ，

万育而了，一�
’ “
�

�‘ ，�

几 斗 仪�，

���
，
��

， 。 一 ��
�

��
�

��

��
�

��

定理 � 设 �凡
，，� 全��是严平稳 矿

一

混合随机变量序列
�

��� � �
，

日�
�】�� � ��

，
� 全 �

，

嵘 一 ��
，
� 、 ��

�

且 ��
�

��成立
�

则

古
�瓦

，

一 ‘�” “
，·，“ ·，马 万‘。 ，·�‘ ·，

��
�

��

另外
，

当 � � �时
，

有

碑
��

· ，

一 �〔 ‘�
，·，“ ·，马 �‘�，·’�·，

·

��
�

��

并且 ��
�

��
，

��
�

��中的 �方君
，
�
可以由 ��君

，，，

��刀
。 ，，
�
�，

�〔且
。 ，，
�
”
来代替

�

其中

、 � 一 ��、 、 ��

芳
‘ �。 · 、���，��一�二�‘ � 。�一 二�。��

·
���

，

�����
，
�全��是标准 ��

����过程
�

定理 �给出了 �。 ，
�
和 云�’

，
的相合性

�

定理

不能直接给出是 。 的置信区间
，

因为 �〔云君脚
‘�”

�给出了它们的渐近正态性
�

等只是 。 的近似
�

要给出 。

但是由定理 �
，

还

的置信区间还要

知道这些量收敛于 � 的速度
�

以 �

区间
�

如果还有

· �为例
，

由 ����� 和
�����

可以给出伽石丽历�的置信

����
�
��

�，

凡��� ��
，�艺间

则容易证明

价�飞葡一���、、����
上���‘�

�

、
�十

�
口一一

��� 、
���谧一下 卜

�斌��

若取 �使得 ��� 升 �
， ���

� � ����
，

则由 ��
�

��和 ��
�

��有

碑
�” · ，

�

一�典 、
�
�

，

誓�

碑
�。

�
，
�

一�马 、
�
�

，

誓�

��
�

��

��
�

���

由��
�

��或 ��
�

���可以构造 。 的置信区间一般地
，

只要适当地选取 �二 �。 可使得当 ��方毅矽
‘�”

用 。 代替后
，

��
�

��和 ��
�

��仍成立
，

但 �的选取与 矿
一

混合系数的收敛速度有关
�

注 在 介 混合情形
，

������� 和 ��������只对 �� �时给出了 ��
�

��式的证明
�

事实上
，

按本文的方法
，

在 �
一

混合情形 ��
�

��式在 �������和 ����【���一文中定理 �
�

�的条件下对任意

�� �都成立
�
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怪�
�

主要结果的证明

在给出主要结果的证明之前
，

先给出如下引理
�

引理 ��
�� 设 ��

。 ，� 全 �� 为一随机变量序列
，

� 全 �及 �三 � � �
，

有 �介三
�，

则存在正常数 �� 二

��‘ 二 �
， 〔��‘

�
” � ��

，
� 全 �

，

对正整数

�沙
，
�

，

约
，

使得对所有 � 全�
，

有

三 甲 �
卫 � 卫

� 泊 可�、

署钊
三
叭恙

〔风�
“ 十
欠总

〔刀少 少

引理 � 设 �戈
�，� 全

��为��
”

上的实值 �����

使得

� ���

��儿� ，飞

��为一 户
� �

可测函数
�

混合随机变量序列
�

��
。 ，� 全��为一整数列

，
�

记 几 � 九�为
��，… ，

凡
� 。 。

�
，

令 �全�
，

则存在

三� 。 兰几 ，

�， 二 ��川
，

兄�易 一

���

�� ，。

�几��三�
，
�“ �

”
�
，“ ����

�三�三几

证明
�

不失一般性
，

假设 �几 � �
�

当 �� � 时
，

令 局 �

��易 一 �易】，
�

�
�

则

����

���� 几

刀飞几

又 ���
币三�����” ��

。

�

艺珠
。 。 � ‘

艺��

则由引理 �
，

可得

� ���

���� ，飞
三 二沃 �����

���三��
。 �

〔
����

�三�三。 �。 。 应
����

。 �云

�
’

�
� � � 几

进尸 佗�，尸 � 资 ，

�
，、 ��‘ � ��尹 竹 、

�
�‘ 户 �

一、 了�‘�

�����

�三�至几
��易】� �

〔�约�
”

�

�念
�

络
〔男�

’ ‘’
�

三 ����饥
。
�
，�� ����

�三�三。

�

引理 ���� 令 �氛
�，
� 三 乞兰 概�为一三角随机变量组列

，

风 一 �
，

定义 《 一 ��
�

�氢向
，

且假设

〔氛、 � �
， 〔石吴

‘ � ��
�

假设

毕����正���曰

民轰
‘ � ��

，‘艺����一嵘
���

�� � �
，

有

全毗
、‘
抵

‘��

葱二�

�几�升
�

，
几 �令 �心

�

�一嵘

对有则并

又石
，、 ‘

云� �

几�
乌 万��

，
��

， “ 一 ��
·

引理 ���� 假设 �

非空子集 � � ��
，
�

，
二

三 � � �
，

��
。 ，� 全��为一随机变量序列

，
��‘ 二 �

， 〔�矛� ��
，

且对每一
· ，��

，
�

�
� ��

，
�

，… ，��一 �
，

有 ������ 瓜
’

、
介任�

艺
�任�

�

��

�
��，

贝“

�一 � 巴
� � � 。 � � 二

� � 、 �

了下矛总
�鱿 三 〔又乙

‘ 习 三兴息洲
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�

川
一

混合随机变童序列部分和的方差枯计 ���

下面给出本文所要论证的主要定理
�

定理 �的证明
�

��
�

��是 ����� 的直接结果
，

只需证 �����
�

先证

��哭�
” ，· 全 ‘
�是一致可积的

，

令 几� 二 ��������而
� ��

�

则由引理 �知

��几·��

命
�

�溜�
� �卫

奖三� �
，

�

一
记 弋

， � ��
川�

，】三��， �，� � �‘
川�

‘
�� ��

，

其中 � � �
�

因此由 ������ 不等式及引理 �
，

可

得

。�掣�饭
，
�

� 认� �

艺�凡
� 一 �凡

�

���
翻

， � ���二二一二犷
�

一一�几
�

而

��里���
� 一 〔����

三 �“

又
〔

��只不一一
������

�
�“ ’ ‘。 ·，�

艺�弋
� 一 �弋

�
��

，

����三三乙一—
�

一
一�

一一
‘

而
三 ��

����
�� 一 〔��，

�” �‘�，�‘���几，�� �
�〔���� 一 〔�、�

�
，

兰 ��
�刀

” �‘���几，�� 〔���
�
�
川�

�
�全刀��

�

因此

��� ������� � 一
�
�〕 �

�一十 。 � �� �
�裂�

“ ‘
��架卜

�

�
三�·〔，��”“ ’��’全” ，弓 �

，

所以 ���������而�
” ，
二 七��是一致可积的

�

注意至���二 �
，， � �

���
， 。 斗 ��

，

则由引理 �
，

有

����尹

���
，�，
� 一 云

� ，，
�
�三 �

落‘
���沂

·

了
。
�
，
犷杀

� 。 ���
�
�
’

�
�

夕‘

因此只需证 方
。 ，
�

其
。 ，

� 一令 合�
�

注意到 ���������而�
�，� 全��是一致可积的

，

由 ��
�

��知

� �月��、�、 �
�。
��二之三卫 � ��

卜��
，

“ � 了� �
亡丹

���
�

��
�

��

首先我们来证
〔
�” “

，

一 、 �
�臀�

�

�
’ ‘�� �

，

才升 ��
�

����

、、�
�

了�
�汀�‘�上

、、�，�
口

巧
，
� ���旱�

尹‘
��臀�

” 三
�子 �

，
� 一

�臀�
�‘
��号�

� �

�子�
’ “
�

·
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���

则
�

�‘�
，
�

一
�

�臀�
”

�
���

。卜止共
二

窗�旦婴�
” �

�� 一 ‘ 十 � �二�
、

� ‘

石资石暮
〔
�旱�

�

�
�‘�

��

� 一 �� �
�暮
�、

，
� 一 〔巧

，
�，�

薯
�妈

，
� 一 〔妈

，
�，��

�

�
�
了百了

�、 、�，�
了
‘、、

�一

、�了」尹
月

了
苦

�翻

、�、�户�
�
苦

了

�

‘ ��乙
一 ‘·
�。�窗�巧

，
� 一 。灼

，
�
��
’ ‘� � 。

’ ���

�昏
妈，

� 一 �巧
，
�
�

妈
‘‘矛�几、“

·

全�一几

三 �

��
。 一，�

�
二 � �� 十 几

�

，飞一�
，飞一�

艺 妈
，
� 一 �艺 妈

，

�二� 夕��

�

�
�

�
‘�” � 〔 � 一 �妈

，
�
�

��
�

��

由引理 �有

�� 、 �。 一��

�
林一�

�于�
���

，
� 一 �艺 妈，�

�“ �
�
， 三�。 一�。 ‘。�姚

，
� 一 �姚

，
�
�
�

妈
����艺

一 ，�、 巾
�

� ��一 � ���令 �，

��乙�

几 州今
月�〕

�
、 、�，�����、、�一几

��一

�三�时
，

由有界收敛定理
，
�� � �

，

窗
。�沁

，�
�，‘�

��� ����� 三
三����

�������
，
�
�
���

性�净 ��

� 一争��

�

�“

黔
上生下

，

�，‘

黔
〔
�臀�

�‘
��臀卜�等�

“ “ �，
�

、 、口�
、‘于

��
汀了，、�了

夕

�上
、 、�，����口‘

��
了�‘、、矛产︸佗‘、��声一产�‘�一���一叭一叭��� 。 ，�，�� ��。 。

�婴几 一争�� �
�� 乙

、�川嘿�
，

， 、 ��� ‘ �

� ������ ��� �

�一今��

�黑
一 。

�《丁护 ‘

�旦必、
、 �� 、

万 �
�沂

��翼
、 万�� �

� ������ ���

���净 《�，

�轰
一 。
�黔�

�‘
�

�

会�等�
’ ‘�‘ �，
��

����
�����一 ��

������三��」
������������ ���

，

� 为标准正态随机变量
�

因此

乃 一今 �
，

叽 一令 �兄
� ��

�

��

当 � � �时
，

由 ������ 不等式及 �����。 ���而�
�，� 七��一致可积知

� �

���
�

�豁
，
�

��
�‘” �������

，
�
�，’ ‘’

� �

�
�

�臀�
’ ‘
��等卜�等�

“ “ ”
�
’ ‘�
� “ ，

几 一令 戒汉〕 ��
�

��
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综合 ��
�

��
，

��
�

��
，

��
�

��知 ����成立
�

又对每一 �全�
，

存在 � � �
，

使得对任意
二 ，
夕全 。 ，

有 �
� 一 引

� 三��沙 一 尹�
“�”

�

因此有

�

�”
�王

一�。
�

�臀�
”

�
‘��

�
’ ��〔
�”

。 ，

一 。 �

�臀�
�

�
’ ‘”
�

。
·

再结合 �����知
，

定理得证
�

�

定理 � 的证明
�

类似定理 �中的证明知 �������沂�
�，，
�全��是一致可积的

�

记

下面证明

��
�
�� �

�
�
�，

御��

� �
，
上王

�

��
、
��、 、

刀 。 � 二一一了�下
�

乙 八 �甘
�

�
了‘ 一 ‘ 宁 � ���

“
� 乙 �

一 〔，�臀��马
�‘�，·

�，
，

���

��
�

��

其中
·，一 �

关
’ �。 ·

�了�·�����
，，�·���‘ � ‘�一 � “，，，，�‘

·

由于 �尸������沂��一致可积
，

则可找到一列正整数 �
�。 ，� 全��

，

使得

�� �
�
�
�
，

�
�
�����

�
������沂�了���������沂��全�����

’����
。
���

，

� 三������
’��

，

�
�
���。

’

��
‘����

�
�一�

，

��
�

��

��
�

��

��
�

��

��
�

���

其中
� 二 八

�
�

记
�

。 ���� �

��
�一 �

�。
，。 � 艺

��。 ���� �
�
�了�赞�

一 〔了�臀��
，

�。 ��������
�一�

，� ，。 二 艺
�� 。 ���� �

��
�

�，�赞�
一 �，�赞��

，

其中 � � �
，
�

，… ，
�。

，
无。 � ��� 一 �� �������

�
��一 �

�

则有

碑�
。 一 �，�留��

�

一卫一�

岁
� 一 �� �

，

局
�，�赞�

一 �‘�赞��
� 伙

�

压
万万不万表

。 “� ，� �
�了
一王一 冬
� 一 �� ��

崔
。 刀
�

，。

�

� 一 �� �

，��。 。

写
��‘十，，
�‘�赞�

一 〔 ‘�赞��

探探语

� �
��

，
� � 几

，，、 � ��
，。 ��

�

���
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由 ����及引理 �
，

有

�����
，，�

三
� �

�

�蔽概
��� 〔 �三� �
� ， � 口，‘ ，口‘ —�“ 乏 ‘ 几

‘
扁娜

�

州鄂
三 �
典卫户�

�兰、 �
，

�
目

净 ���
�

��
�

���

由 ��
�

��及引理 �
，

有

� � �
� 。 ����卜 � �

、 。 ，，

�����
，，、
三�下

�￡��
‘

卜一片 �三��一�
“ ‘ ” 一�令 �

，

几 ‘ 、 �乙 � 几

�
�

峥 ��
�

��
�

���

因此只须证

入
，。

马 万��
，�

��
�

由于
�

。 二
�

���

�
����

�共�、
，。 ，

共�‘�。
，。

、��，·

�‘�� 。 ， 。 、 ��
�

�圣爪� 人，� �垦人 。 一� � ���� ��乙
， �

在引理 �中取
�’ � 矿���

，

可知
， 无。 广 、 �

以 艺 星吴兴�
一 、 ” 飞�� � �乙‘ 产 ，

�����

—
二二 �

�斗�� 左。 ， 广 、 �

艺 到兰兴�
���

、
���‘

，

因此由引理 �知只须证
� 巨

� 。

而态
七氨

，
几

一
口，

全
��森

，。 ����。
，。
���

而�、 �
， 。 一 ��

， “ � � 。

，几��

��
�

���

��
�

���
�一耐

类似于 ��������和 �������」的证明可知 ��
�

���
，

��
�

���成立
�

从而由 ��
�

��卜��
�

���知 ��
�

��得

证
�

因此

弃
�“

，， 一 〔�
，·，马 万�。

，
�，，

，

其中
��

一 �·�一关
‘ �。 ·

����‘�一��‘ � ‘�一 � “，，” �‘
·

由定理 �的证明知

��
，
� 一一斗 口

�

则有

瓦
�，
� 一 ��死

，
�
�
‘�”

�泥
，
� 一 ��只

，
�

�
民

�

���风
，
�
‘�” 一 �

��
。 ，
�
����君

，
�
�
‘���

” 一 �

� 尸

—
一一令

��君
，，
��
�一 ‘���

�

��尹一 �
��

�

���
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碑
�瓦

，
�

一

碑
�“

，，

一 �曲却
‘
妈

一 〔刀叉
，，
�
云

。 ，
� 一 ��亏天

，
�
�
‘�，

敏
，， 一
曲孙

马 刀��
、 。 ��

。 、
�

、 �

�尸 ，

���

��
�

���

��
�

��得证
�

下面再证 ��
�

��
�

令
�

�� 一

扁勤户等还�
一 ‘�鄂

· 沂
·

��
’ 一 ‘
二 ‘
叶

下面要证
�� 八

八�

��
令 �， 几 一争 �心

�

只须证 ����

及 ��
� � 功

����
”
的情况

�

首先假设 �全�
�

注意到 尹��� 二 州�
��

尹一�，

�’’ ���
��

�
�� 。�

，
���� �，

�
����

‘，

�
二 � �，�

，

���丛�
�

则有

��
�

���

� 刀�夕一 ������
�一�，

�。 二 六郭
，�塑号鱼�

一 ‘�鄂
十

办虱，’�赞��
十沂

·

了
。

共省不
�厂

��‘ ��� ‘

��
、
��、 、

� �

��
、
��、 、 、

卜二卞
乙
�一 �

’

�
�

吕劳
�

�卜
� 丫� ， � 丫� � �

�沂
·

了
。 卫里里�
了动 �

��一 ‘��
，
���

一 〔，，

�塑、冬
‘ 丫艺 � 声

�妙
十 。 、
沂

�

又、
、 、 ��

� 一�

十

办虱斋黔
��

�‘
�

虱

瑞
三�一

‘ �“ ��，

，，

�赞��
一 。，，

�裂��

沂���

� �沂
·

了
。
�“ 叼

， 。

� 一万书
�

—一言一一一 乙 �
’

��止 ‘ �二�

沂

��� ��十 �� 十 �� 其中�色�� � ��
�

���

由引理 �
，

������� 一 ��全�
，

及 ������不等式知

〔，��’ 兰 “沂
·

了
· ‘，�

·

��斋写�
�了

作��头��
‘

弃��
二�

��共窗不
。，

��� 几乙夕二�
‘

一 了
，

�碧����
����一 ��

一 ，，

�赞����
��，��一 ，�

一
�

·

��
，，

�赞���
�，���一��

� 厅一������
，一 ‘ �

� 厅
���二��一万 ��

。
丘 。 ��二 �分 �， 几 一 ��

·

甲 “ ��
� “

’ ‘ 夕 ， ，‘
��

�

���

注意到
〔，，

�塑、 、 。 ，一 ‘ �，，

�，�
，

、 �艺 �
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及
�

�价
� � 一 �� �

‘

与一忑万
‘
� ‘ �
�刹

� “ ��矛，“
�

·

因此有

日�
�
�升 ��

最后
，

注意到 ��
“
�� � 夕，��三���

“
�，�� �夕�

” 一�
�
，

则有

��
�

���

��
�
� 三

�

�‘沂
·

了
·，�

扁写�
‘ ，，

�赞�
� ，沂

·

了
·，一�

�‘办 了
· ‘·
气篇

二� �‘办习
�
卫

斋
三�了，’�鄂

���沂
·

了
·，’

扁写�
‘ ，，

�碧�
一 �，，了

�碧��
� 二 ��� � ��� 十 ���

�

��
�

���

由引理 �

���
�，
� 三

��
�

���

〔���
�
� 三

�

碑
·

�去�
” ���

�头�
” ��
�去�

‘�一 ” ‘�

一
��。· 。���

�
· � 、。 。���·���

�

��去�
‘” 一 ‘ ’��

一
��。 、��、· ��轰�

‘” 一 ‘，‘’�。���
·��

��
。

·

�〔
�碧�

’ 一�

湃
。
�碧�

’

� �

�引裂�
”

�
�” 一�，‘”

弃
〔����

渡�
。 ，

几 �� ���
�

��
�

���

与��
�

���类似可得

〔，‘ ��‘ 三 “�沂
·

了
·，�“���

·

��斋写�
‘ ，，

�赞�
一 〔了

，，

�赞����
���，一��

� �兰、 几
�

�

斗 ��
�

几
��

�

���

则由 ��
�

��卜��
�

���知
�

当 � � 夕 � � 时
，

��
�

���成立
�

� � � 一 � � � 注意到 ���
� � ，����

一 ‘

���二 � 夸卜 ����一 穿�
‘
����� �����

‘
�� � 夕女�一 �

，
����引外 夕

·

�夕夕�
，一 ‘ 兰

得 丸
，
二 �犷� �

� � ��
、

其中

一 ����
” 一 ‘
�兰 】夕��” 一 ‘ ，

及

刘引
尹，

其中 �利三 � 因此可

�属办虱仕�赞
�

赫虱�
一 了

，

�赞川
�

一而一一
���

�

因此

三 ，
·

号旨三�办引
” � ‘

���
‘�一 ‘

门刹
〔 ‘��‘三��美�

‘” 一 ‘ ’��

�
�

�头�
�

�
” �� ��
�去�

‘” 一 ‘ ’‘�
�

。 ，

� 一� 戒�
�
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因此 ��
�

���对 �� � � �也成立
�

对 ���� 二 �刘
，
同理可证

�

而当 ���� � �川
”
时

，

尸��� � 叫川
�一 ‘����

�

则 ��’ ���二 �
�

因此

办
裂

、
� 一 “ “

，·，
与 ��

�

���

则有 ��毅
， 、 砂

，

凡
，，

马
。 ，

及 了初嘿
，， 一 〔风

，
�典 州

。 ，

萄
�

因此

古
一

碑

��
�、 ，
� 一 ��方天

，，
�
‘�，�

�泥
，
� 一 ��只

，，
�

�� ，
�
���敏

，
�
�
‘�” 一 �

��
。 ，
�
����君

，
�
�
‘�”�

� 一 � ��户泥
，�
��

，一 ” �”

乌 万��
，，�盛�� ��

�

���

��
�

��得证
�

只须证

又由 ��
�

���知 �云泥
，
�
可由 〔�毅

�
代替

�

为证 ��方毅
�
�
‘�， 可由 ��。 ，，

和 �户
。 ，，
代替

，

�碑
�‘

· ，
� 一 ��‘�

，
�
�
��·��与 �古

��一
�〔 ‘�

，
�
�“

·，�一致可积
·

注意到 ��
�

���
，

��
�

���
，

��
�

���及 �� 一 ����
�� 一 ��是有界函数

，

只须证

�办风
， 一 、 ，���与 �办黑

， 一 、 对一致可积
·

又由��
�

���知
，

只须证

�办�
，
� 一 〔
砚，�一” 可积

·

。
�碑

�”�
，
� 一 �“�

，，
��

’ 三 ��

�臀�
’ ” 三��‘一，�‘�‘��‘�· � �‘��犷，” ，

三 �����
�
�
�”
���对玛 � ��

�

证毕
�

�
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