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夸� 基本定义及符号

考虑一个由 。 个元件所构成的系统
，

并以集合 ����
，
�

， … ，

好表示构成系统的 。 个元

件
�

每个元件及系统都可取 。 十�种状态，

状态空间为 习���
，
�

， … ， 、 �
�

其中
‘，�’ ，

表示失

效状态
， “ ，”

表示完好状态
，

其余表示随性能递增的各中间状态
�

又以 沙 表示 月的 。 维乘积

空间
�

设 �
�

�约为元件 ‘ 在时刻 右的状态随机变量
，
唇��

， … ， 。 �

��砂一 �了
�

�砂
， …，

厂
。

�云��

为时刻 ‘ 状态随机向量
，
必�了 。��为时刻 ‘ 系统的状态随机变量

�

对向量 二� �甸
， …，

殊�
，
�� �约

， … ，
叭�

�

定义
劣��铃�云

， 劣 ‘
�纳�

劣�夕钧
岛�叭

且
‘

至少存在某个 ‘ 使 勿�纳
�

又规定向量��
‘，
劝 一 �灰

，

肠
， … ，

叭一�， 二
，
断��

， … ，

人�
�

以后用

向量 岛� �丸
， … ，

气�和 ， 元变量函数 必�劝分别表示元件状态向量和系统状态函数
�

定义 �
�

� 系统状态函数 必 称为单调关联结构函数
，

如果

���必�劝关于每个分量非减
�

����必��
， … ，

����
，
必�。

， … ， 。 ��二�

������落〔 �
，

存在向量�
· ‘， 二�

，

使 毋��
‘， 二
��必�，，， 二�

�

定义 �
�

� 具有元件集 �
，

单调关联结构函数 必 的系统称为单调关联系统
，

记成��
，
必�

�

定义 �
�

� 设 �《 �《 ” ，

若向量 竺使 毋�乡�����
，

则称 竺为 必 的一个 �路�割�向量
�如

果 二 不仅为一个 �路�割�向量
，

并且 ������
二，

有 毋�功����夕
，

则称 二 为 必 的一个最小 夕

路�割�向量
�

设 二�尸户
， … ， 。 ��矽和 。 �了户

， … ， 二
��刃分别为 毋 的最小 了路向量和最小 �割向量全

体
，

分别定义系统 必 的第 ，个最小 �路集和最小 歹割集为

刃
�
��感�物�������

， ，��
， … ，

夕

和 ��一�刻从����� 。 �
， ，一�

， … ，

瓦

相应于 二����
， 二
����的结构函数分别定义为

�，

�
‘
�一 了

�

一
、，。 �一
县�俩�二�。 ��， �一�

，
� ‘ ’ ，

夕

本文 ���� 年 �月�� 日收到
�

� ��了
�



启
�

�
，
�二�

�。 、 ，�二，�〕� �一�
一

���
二 ‘ 、 二‘ 。二，�〕， ���

， … ，
无

定义 �二 单调关联系统�人
，
�’ �

，
落��

， … ，

�
，

连同单调关联函数 岁 称为��
，
必�的一个

模坟分解�记为��
，
必����山

，
知�

，
�� ‘ 《 �，

少��
，

如果

，、

�� � �日山
，
�‘��，�空集

，
唇笋爪

。
�

����
二 〔 召·，

必�。�一少��
�
�。

左，

�
， … ， �二�砂

二

��
，

其中 刀‘ 为 二 中坐标属于 �‘
的那些分量所组成的向量

，

每个 �山
，
知�称 为 ��

，
中�的一个 模

块
�

定义 �
�

� 设 � 为一非负实数集
�

称 。 个状态随机过 程��
‘
�约

，
�任��

，
感��

， … ， 。 在

了
，

中�虫立
，

如果对任意 自然数 � 和任意移
�， … ，

云二����
，

随机向量�了
‘
�云

，
�

， … ，

了
‘
�云
二
��

， ‘ 一

�
， 二 。 是独立的

，

称模块分解�山
，
翔�

，
落� �

， … ，

�在 � 中独立
，

如果对以上的 � 及�耘
， … ，

�。 �
，

随机向量��‘ �‘户
， … ，

� “ �坛��
，
落� �

， … ，

� 是独立的
�

‘ 面给出随机变量牵连的定义和某些基本性质
，

其性质的证明见 〔月 �

定义 �
�

� 随机变量集�叭
， … ，

叭�称为牵连的
，

如果对任意两个非减示性函数�即关于每

个分量都非减的示性函数��
，，
��，

有

����厂
�

�夕
�， … ，

纵�
，
厂�

�，
�， … ，

练����

命皿 �
�

� 设笋一�如
， … ，

叭�
，

梦��赴
， … ，

命�皆为牵连随机变量集
，

则
。

��少的任意非空子集仍为牵连的
�

政�若少与 留 独立
，

则萝�罗 仍为牵连集
�

�����若函数人�二
�， … ， ‘ �关于每个分量非减

，
坛� �

， … ， �，

那么��
�
勿

�， …，
夕

。

�
， ‘ 二

�
， … ，

好是牵连的�

����对任意实数 云�
，
一

，
才
” ，

��，�� ‘，， … ，
夕

。
�云

。

�》 � ��，
‘
�“�

，

��“ ，《 “ ， ’ “

一 ” ·

喊 ‘·��县��
” ‘
�“�

·

定义 �
�

� 随机过程��
‘
�习

，
云〔 少�

， ‘ ��， … ， ， 称为在 �中牵连
，

如果对任意 自然数 �

及任意�匀
，
一

， 舌公〔 �，

随机变量集�了
‘
�句�

，
感� �

， … ， 。 ，

了��
， … ，

��是牵连的
�

圣� 元件与系统可用度

设组成系统的各个元件皆是可维修的
，

元件状态随机变量 了
‘
�约的样本函数关于 ‘ 右连

续
，
后一 几 … ， 。 ，

对 �《 歹《 ，，

元件 感在 � 中的状态可用度与不可用度分别定义为

，。，���了
‘
�‘�习

，
�云〔 ��

与 �。 一���
‘
�幼��

，

�‘ 〔 ��
，

落� �
， … ，

气

系统 必在 �中的状态 �可用度与不可用度分别记为

瓜。 ����必�了�����了
，

竹 任少�

与 夕。 �，，���必���公�夕�了
，
��任��

�

·
��� �



已

、卜厂卜份扒…外以价月仍
‘、�尹�

。

外�
。
�豹，�

了才‘����、、了了‘��、、、��、

最后记

夕，�

夕，。

�，�

二 ，
尸��

， · ，

�
。

�
�

��
厂毛、

、
一一、、、万���

�

�
��

定理 忿� 设 �《 ��。 ， 二

�，�

� 城凡�和
二�了户

， … ，

量和最小 �割向量���
�
��

，
云〔 ��

， ‘��， … ，

不，《。 垒县��尽
，
�了�‘��户�

，

。 在 � 中牵连
，

�‘ 〔 少�

二��公分别为 必的最小歹路 向

则有

心。 � �一 县��斌了����
一 ” ，

了，�，�《 �，�，���一乙，�，�

�云〔 少�叠�一了，�力，
��

�

��

��
�

��

证 这里只证��
�

��
，

类似可证��
�

��
�

设�赶
，

一
，
坛

， ，二�为 � 中稠密子集
，

对任自然数 �
，

记 �
，，��名

�， … ，
云二��以后均用此记号�

，

由命题 �
�

������
，

����
，

得

�‘，�‘ �‘。，，�，，
�“ 〔 �·，一�

�立
尽���“，，一 ‘ ，

�‘。 。 少
号

一，干立�
，� �

�

����
‘
��一�不�立

��启
�

���，
‘
��一，，

�“ 。 ��

� ��
�

��
��二� �一〔 �� � �� �

又 ��必���云
‘
���了

，

�云‘ 〔 �二�
��一��有 人任�二

，
使 ���了�礼��一�，

喊�一�华恶晋
�
�

�了�“�卜��

《 �一县�����了�“��一 “ ，
�‘ 〔 几�

，

由假设 了
�
�约的样本函数关于 若右连续

，

在��
�

��
’ ，

份
�

力
“

一不等式和后一不等式
�

定理 �
�

� 设 ��夕�，，

定义

协 〔 ��
， …，

对�

��
�

��
“

中令 ���� 便分别得到侈
�

��的前

�争
�，
� 刀���
�‘ 护‘ �

����� ���
‘���》 。 �，，�〕��

礴〔 力协

‘导
。 �一��� ���

��

�‘ �‘ 七 ‘ �刀�

�一�
‘�。��。 �万，����

，

�冬。
�����尹���� �

��� ‘ 无 ‘ 〔 ��
��一�名�����

�〕

风
。 ����� ���

�‘ � ‘ �
�� ��了

‘���》 。
�尸��】���

丫云〔 少�
，

�云〔 ��
，

�‘ 〔 少�
，

，
�‘任��

，

乙吞
�，���，�，��呱。 �

瑞
�《 �’�。 《 弓。 �

��
�

��

证 ��任��
， … ，

夕�
，
必然

��畏聋
�【�·‘�，》 价��。 ，一工

，
�‘ 〔 少�‘ �“ ” ，

因此张
，�《 凡���

�

推论 �
�

�

其余同理可证
�

令 犷么。 �� 】刀��
�‘ 正‘ 协

乙�
。��， ��。 ，

几黔呱�，，，

一 ���
�



�二
�，�二��及 �

�‘ �
�

了
奋
�‘�， �永�，

。， �刀��

才‘ 召‘ 湘

夙
�，�哎崎。 喊矶 。 ，

讯，《 头动《 巩�，��
定理 马

�

� 若��
‘
���

，
�〔 全�

，
感·�， …， 。 在 少 中牵连

，

则

哈
，����垒�� �� 几 、 ���

。 《 瓜“ �喊�一
�‘ �‘ �咯〔 心犷

���几丫
�嘴 护‘ 殆

�

旦
�‘ 二

二
��
会�一���，

����
，

��
�

��

以 及

证

另外

�二
。 ����《 夕，�，� 《 �一乙今。 。���

�

只证��
�

��
�

对任意 ，任��
， … ，

夕�
，

据牵连随机变量性质命题 �
�

�����
，
有

��
�

��

��冷
‘ �� ‘�“ 一

‘“ ，」一�
，
�才

� 〔 少好� �� 尸����’ ����，�
���

，二�
，
�渗

�〔 �好 ��
�

��

卫���
�‘ �‘ 无

��碧云歹�
�� ‘�‘。 �。 、�·�，一�

，
�‘·任�，

�

。 �一���

�‘ �‘ 殆

��有 ‘。 〔 �二，

使 ���
‘
�����。 。二�����

，
�感〔 ��

�

喊�一��� ���
�‘ 犷 ‘ 介

喊�一���

��� ���
‘�‘�。�，‘�二力�� ��

‘ 〔 �� 与 〔 全�

�� ���
。二�，。�� 。 �二，�，一 � �孟

。 〔 �二

�
�

��
�

��
�‘ �‘ 无 ‘任��

根据
‘
�����的样本函数关于 �右连续

，

在上面��
�

��
，

��
�

��中令 �、 �� ，

再由定理 �
�

�的��
�

��

式即得��
�

��
�

推论 歌� 设��
。
�协�

，
名任��

，
感二�

， … ， 。 ，

在 � 中独立
，

定义

贝��有

式中

乙，�，����� � ��
�� �弓〔 ��

熟
，
二‘�了

，���， 飞
、力���一从

‘

甄
�‘

，
二“助

，

乙，《，，���簇�
，、，，，

�，��》���《 �，。，�
�

�� 叭垒�一���一 夕
‘
�

�

‘，� 心二�

只证前一不等式
，

后一个类似可证
�

设 �《 �喊垂
，

那么

��月
�

�工�‘
�

��一 �
，
�‘�任�二����己弓任�

， 〕 �〔�‘�，，�� 。 �剐�·�，
�右

，
任�

。
�

一工一��
‘

从��
� � ���

�〔。��� 。 �二，
�，���

� �� 尸���二
‘�。，� 》 二‘�二 ，��� �

，
�‘

。
任�。

�

令 �。 。 ，

即得所需结论
�

推论 �
�

� 设 ������
， ‘ 〔 ��

，
咯二 �

， … ， 。 在 � 中独立
，

��
‘
�云�

，
名〔 ��在 � 中牵连

，
感，

�
， … ， ，。 定义

石，。，�一����乙，�，�
，

峪
〔力����

，
工

，�力 一�����
，‘，�， 了吞。

。
����

工，、，����一 ����了
，、，����

，

了二。 �����
，

几
、，����一����乙

，�，����
，
乙备。

。
����

则 �。�，〕���《 �‘�，，《 风�，�《 �一 工，�，�《 �一不，�，�
���

，

�，、，����《 �，‘力《 �，、力《 �一 �礴、，�《 �一 �，�力���
�

推论 乳� 令 凡��� 一畏瑟�’���， 凡�，� � �们习�

夕‘ �‘ ，几
�，�行，

�，‘，�《 �，�力喊�一 �，�，�， �，�，�《 如���簇�一 �，“ ��

定卫�〔�
，

�

�

�‘
’ “ ，�。 》 馨�����了�

‘��

匆

�“
�

�，《，��馨尸�月
�

���‘��

一�
，
�‘ 〔 ��一 ，‘

属
‘ ，�伽���‘��一�

·

�了�，���

一 ” ，
�‘ 〔 ，�一 ，

多
。 、

厂�尽
·

���‘��一月
�

���‘��
·

�
，

竹 〔 ���

�
，
�‘ 任��

�

·
���

�



各� 模块与系统可用度

从��且��田中看出
，
利用模块分解估计系统可靠度比直接用元件来估计要精确些

�

本节将

证明在估计系统可用度时也是如此
�

引理 �
�

� 设 ��， 必��王�山
，
知�

，
��乞喊�， 梦�

，

并且此分解在 � 中独立�又设单调关联

结构梦 仅有一个最小 �割向量 ��了�
，

即

��，》 ，�二�，，，〕二�� ��
�‘��‘�二��

‘��

那么
、、��尧��喊

�
呀土呱��� 《 �一�

心��

笼一�������
��一孔，

证 设 八
�‘

���
‘ ，

��了
‘、
��为模块 �‘ 的第 乙个最小 �‘

�了���割结构函数�集
，

��

向量�
，

认、
�

那么

�鑫风
� �、 认仍· ‘一�， … ，

小
， 的最小 ，割结构函数全体

·

根据模块在 少

中独立的条件
，
可得

����
� ��不�，���、 �二。 ��� �，

�去
， 〔 �。

�
���‘介
�‘ �‘ �

��一 功��
�‘ 落�‘ 协 �

�‘ �刃哎仍刀

�旧��
��·�。 �。 �二一�，一�， �‘任刀云�‘ ，

�‘· 〔 ，’二
�

�一 ��� �� ����� ���
，�。。 �，�。二‘�‘��一 �

，
��

。
任���

‘ 乙�‘ 们‘ 一�二� ， 〔 � ‘介

��
�

��

�‘ 了泞 ‘ ” 去尸

万

令 ����
，

便得 呱。 �《 �一�暇、 ����
�

‘��

又因 ���� 时
，

��
�

��趋于 �一�二���
，

故
刃

�礴的 一 �� ‘ �‘�毖才����
�

‘��

引理 �
�

�’ 设��， 必����山
，
知�

，
�《 感《 �，

梦�
，
毋 仅有一条最小 了路向量 双��

，

模块

分解在 全中独立
，
则

矶
‘，���一� 乙乡

‘��‘�。 �二 �一珠。 ��

定理 �
�

� 设��� 必�����
‘， �‘�

，

心��

�《 感《 �，
坚�

，
此分解在 望 中独立

，

��
‘
�幼

， ￡〔 ��在 �

中牵连
，
仍��

， … ，
�

�

那么

�一几
�，。�歹乡

，， …，

护生
，

���一几
�，》�夕

�、 ， …，
夕、 �

乙 �

�瓜�，��工，“ ���
�、 ， … �动 �峪呱

�一�吞。 ���
��， …

�
，
从

，

�》 玩�，���妄
�， … ，

�
，
�

�，
��琳。，，�

以及
�，

�一 石奴，���头
�， … ，

�蛛���一 �“ ，，
��头

�， … ，

讯力
乙

‘ �，

》 �，‘，�》 �，‘力�夕
��， …

了

夕�，��工
，�，〕�犷乱

�， … ，

几力�飞。
一
��下�



�’
�一称。 ���

��， 二�
�，
��嵘仃��

、、

�
��、、、尸���了

舀

厂
�����

式中 玖心�� 刀���
�‘ 不‘ 仍

，����
， 。�，�

�
�‘���

��’�力�叫只
上“ ‘ �

叹�
��，

���
， … ， 。 ，

感� �
， ，’’ ，

�
�

从
‘。�〕，

���…
， ，，

么一�
， ，二 ，

�
�

口���了产、、
‘

﹄�犷

�
、 �

平
�‘伽�

其余的 �乳
，

歹乞
，
瓜

‘，
外

�

等可相应理解
�

证 因 为 当尸一 �夕“�
， 、 。 ��

‘
� �夕孙�

。 �，
�即��， 夕

， ，，》 夕匀�
，

有爪
�，�
�����

，�����
，

�� 同

样
，

印一 �如�
。 、 ���’ 一 �的�

。 、 。
时

，
忑，���

����工，�����’ �
�

因此将推论 �
�

�
，
�

�

�用到 望 和 �。 上
，

立即得到不等式 。 ，
�

，
�， �和 �’ ，

�’ ，
�’ ，
了

�

下面用引理 �
�

�证明不等式关 矿
，

完全类似可用

引理 �
�

�证明�’ ， ��

设月
�
�双了，��为毋 的第 乙个最小 歹割结构函数�向量�

�

定义 叭�劝 一月
‘
��

�

�劝
，

加�劝�
，

�� �
�

… ，
无

�

设 刀。 �

�抓了
��

力�为 必�的最小割集�向量�
，

戏
。
为相应最小割结构 函数

，
�哎灼哎

，��，， �《 乙《 �
�

如同引理 �
�

�所述
，

�几
。 ，
��灼《 ，‘， ��己‘ 科为 毋 的最小 �割结构函数全体

�

因此根据引理 �
�

�

喝“ ，一恶诀
，

思悠
，
��黑聋�

‘�“ 。，》 、 ，一，，一�
，
�‘任��

�
�

�
�

弄
， ��

，

、 ��� �� 一 �� 公�一��‘�了����、 � 一 ���
�‘ 弓‘ 殆 � ‘一� � �“ ‘ 七县�

“ ·。“ ‘����〕一�一 ‘争。 ���
�、 ，

一 �一�
，

此即下等式��

另外

几
。 �
� 刃口�� ����

�‘ �‘ 扮 �‘ 护三‘ 仍�
����几�

‘ 〔 ��八
��二�

，�》 。 �二�，‘�，一�， �‘ 〔 ��一搜忿县
�

�‘�名‘�了一��

、 ���直��
‘��‘��。 。一 ‘沁��护�

，， …，
护�

，
�

，

�‘ 不‘ 为 ‘口�

故不等式 扩成立
�

引理 �
�

马 设��
，
少����山

，
知�

，
�《 ‘��

，

岁�
，

此分解在 � 中独立� 如果 毋 仅有一个

最小 �割�路�向量 ����������
� 那么

了�。 ����一县了二
‘�一 。二��

���

�
‘��了����一

鑫
‘�
一

����
�

证 设 毋 仅有一条最小 夕割向量 ��了�
，

沿用引理 �
�

�的符号
，

有

�奋
�，

、

���召 �」��
�‘ ��‘ 胜�

�‘ �刃 ‘ 价，

外
，

脚�了 ‘。 ���留 刀��� �
�“ 一‘ 仍一 � 〔 �“ ‘

�
护，。 ·

�二‘�‘�� ‘ 一

刀
‘�“

�‘ 。。 �
���

·

另一情形类似可证
�

定理 �
�

， 设��
，
必�����

‘， �‘
�

，
�《 落《 �，

梦�
，

此分解在 � 中独立� ��
‘
�‘�

， ‘ 〔 少�
，

咏任月
，

在 � 中牵连
， ���

， … ，
�

�

那么

·
���

·



�一乙
。 ，
���》 �一工，�，���

�，， … ，
�

�二

�》 �一 刃，�，��夕
，�， … ，

夕
，二

�
� �

� �访�，》��
��，���

，、 ，

以及
… ，

�
�二

�》 五。 ，�
��

�，， … ，

�，
乙

‘

�一 �东
、，������一 �

，。，��尸
��， …，

�
�二

�》 �一 �，�，》��
��， … ，

�

�尹 �
， �，

� 外‘，��工，�力�夕
�，， … ，

夕
�二

��工
，。，���

��， ，二 ，

证 将推论 �
�

�
、
�

�

�用到 梦
，
�‘ 上立即得到不等式 �

、 �、

或

引理 �
�

�证明�
，

这同时也证明了 �’
�

相仿可证厂和 ��

尸
�，

�二
��
�，�
����

�
�二

�

。 �，

�纂，�
。，。���

�

。 和 乙
‘ ， �‘， “ ， 。 ，�

下面利用

设 少 的最小 夕路结构函数�向量
、

集�为 令����力
，
刀

�

�
，
���《 夕，

刃，
的最小路集 �向量�

为 刀、 �义��、 ��
，
�《 乙《 。 ，�

据引理 �
�

�和 乙知����的定义
，

�二“
�
���一 �

�� ��� � 夕‘ 。 �，、 �，�一��� �� �乡
‘ 〔�‘�，���

���
�‘ ����‘ 正�‘ 价 � ‘ 〔 刀�洛� �‘ �‘ 刀 ‘ 〔 心 ，

喊了缨
‘

见�
�“ �，〔�·

��一 ‘��，���
、 �，

一 �
�，
�

·

至此定理 �
�

�全部证毕
�

当集合 少退化为一点�好时
，

上述结果直接转化为不可修单调关联系统的可靠度与不可靠

度的估计
，

这些估计与��七���即 所得到的结果有所不同
�

此处不详细叙述
�
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