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加权非线性回归的 �����检验及其局部影响分析
�
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，
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摘 要

在回归分析中
，

随机误差是否存在方差齐性是理论与应用工作者都十分关心的问题
�

对线

性回归
，
己有许多讨论 ����

，

����
�

本文则讨论加权非线性回归方差齐性的假设检验问题
�

本文

把����儿 认����
���������关于线性回归方差齐性�

���。 检验的结果推广到非线性回归�并利用

��� 友 �����川�的参数正交化方法得到修正的�
����检验统计量

�

同时
、

本文还讨论了微小

扰动对于 ����� 统计量的局部影响
、

得到了度量最大局部影响的诊断统计量
�

关键词
�
方差齐性

，
加权非线性回归

，

����� 统计量
，
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，

梯度
，
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�
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�
���

�
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�

互�
�

引 言

加权非线性回归可表示为

、， � ���尽�� �， ￡ 、 ���
，。 �几��

，

��
�

��

其中 、’ � ���
，…

，
夕

，‘

�� 为因变量�
，，�尽�� �

，，�
��，

尽�
，

…
， ，��

� 。 ，

口��� � �
，，��尽�

，… ，，。
�口���

，

口

为 �维未知参数向量
，

试
· ， ·

�为己知函数
， � �， � ， � ，

�，�

为 自变量�� 二 ��
�，… ，‘ �

�� 为随机误差向

量
， 。 �为尺度参数�几�� �����

，，，�， � ， � ，，，�，‘
�为加权矩阵

，
�����

、
�� 。 �，，，‘ ， ，，“ 为方差的权

·

加

权回归
，

即异方差回归是一个老问题 �川�
�

近年来
，

由于理论与实际问题的需要
，

又重新受到人

们的广泛重视
�

����年
，
�������� �，，��������【���出版了专著

，

系统地研究了加权回归的各种问

题
，

文 【��研究了线性回归方差齐性的 �����
检验统计量

，

得到了很好的结果
�

本文着重讨论加

权非线性回归的情形
，

并根据 ��� 友 ���������的参数正交化方法
，

得到修正的 ����� 检验统

计量
�

貂 根据 ���� �【���和 ��、����� �����的方法讨论了微小扰动对于 ����
�
检验统计量的局

部影响
，

得到了度量最大局部影响的诊断统计量
�

最后通过数值计算分析了所得到的结果
�

以下介绍本文所讨论的模型
、

问题
，
以及若干必要的记号和公式

�

在模型 ��
�

��中
，

通常假定方差 �����‘�二 尹爪
、 与某个协变量 �、 以及某个参数 石有关

���〕，【����

，，‘ 、 � ，，，
��

、 ，石�
，
乞� �

，

… ，，‘ �

��
�

��

” ‘
�

· ， ·

�为已知函数
，
石的维数 �丛 ��一 �一 �

，

并假设存在某个 百。
，

对一切 ‘有 ，，
代�‘

，
石。�三 �� 本

�国家自然科学基金资助项目
�

本文 ����年 ��月 �� 日收到
�

����年 �月 �� 日收到修改稿
�



文考虑以下假设检验问题�

���巧� 石。 � ���石尹石
。 �

��
�

�弓�

易见
�

若 �。 成立
，

则 盯 二 �为单位矩阵
，

因而模型 ��
，

��具有方差齐性�若 �。 被否定
�

则 ��
�

��

具有异方差
�

本文 妇 就是讨论模型 ��
�

��和 ��
，

��的假设检问题 ��
�

并求出 �� 、 �
统计量

�

对于模型 ��
�

��和 ��
�

��
，

参数为 �二 �石�
，

尹
，

口勺
� ，
相应的对数似然为�

��，�一要
，���，， 一

奥
乙 乙

艺 ���，，�‘

二 �

一

鑫
，

，‘石，

尽’
��

�

飞�

万�。
， 、，�� �，

‘
一 ，��召����厂

‘
�石��、

�
一 ，，�尽��

�

��
�

��

对于问题 ��
�

���
，
乡， 二 占为有兴趣的参数

，

口� � �尹
，

尽勺
� 为多余参数

�

当 ���，
成立时

，

盯 二 �，
相应的极大似然估计记为 瓦

， 二 �。�
，
丹�

，

万
了��

�

经直接计算可得 厅� 二 ，‘ 一 ’ 到。 。 ，

���
，

且 万满足
�

�口��石
。 ，

尽��口月�口
二口� � ��

·

��

对于模型 ��
，

��
，

假设
，
��哟 关于 尽的前二阶导数存在

，

并记为 �’�内 二 口���切厂
，
卜�’�口��

护���训�川
’ ，

它们分别为 、 � � 阶列满秩矩阵和 、 � 尹 � �阶立体阵
�

����� 的上三角分解为

� � ��
，
���形

’ ，

�� 二 口斤
，

��
，
��为正交阵

，
左 以及 儿一 ’ � � 为上三角矩阵

�

又记 ��
�

�� 的

固有曲率立体阵为
，�了�见 �了」�

�

对于 ��
�

��
，

假设 ，，�
�石�关于 石的导数 � � �口

了�‘ 、�口石
。

�存在
，

且

为 � � �阶列满秩矩阵
，

妙
�

����℃ 检验统计量

对于问题 ��
�

���
，
其 ����二 检验统计量为

“ � ·

��器�
了 ‘ “ ”

�佘��
，二 、

��
�

��

其中 �“ 为 �一 ’ 中对应于参数 石的分块矩阵
，
� 为 ��

�

��� 式参数 夕的 �’������信息阵
，

且 万� 的

渐近分布为 护����
，

由 ��二 式经直接计算可得
，

�按 石
�

尹 和 序的分块矩阵为�

生�
�，�一 ��

�

�

典
�� 。 ，一 ，�

��� ‘

�口�
��盯月 �

�乙

�汀�
��

�

��

。
六

、 � 。 ‘一 �

其中 �二 ��
，
二

，
��� 为

� 维向量
，

由 ��
�

��和 �����可得
�

定理 � 对于模型 ��
�

��和 ��
�

��
，

假设检验问题 ��
�

��� 的 ����’ 。 检验统计量可表示为

万� � 。 �
脂

。
���子

‘
�

，

��
·

��

其中 。

��召
，… ，

令
�
禹 二 ，‘ 一 �，。���

，

万 二 �，一 ���

间
�

，

脂 � 瓦了劝
一 ，

了 且在 瓦
处计值

�

证明 以下均在 瓦处计值
，

故略去
�

口�

�石

由��
�

��式经直接计算可得

一生�
���一 。 �，��

�

�



由于 �� 、 二 ，洽�，

代人上式可得

口�

口占

又在 ��
�

��式中
，

护�宁
一

劲
一

扒
‘ 一 “ �、 、 一 ’ 二 万

勺、 ’
，

‘圳

石二 凡 时 材 二 �
，

因而由分块矩阵求逆公式可得

严
一

�笋
。 一

�疑
一�徽

一 ’

分
·

咐
一 ’

�� ���了�，一 ��了�
，‘
�。 �一， � ��了万�

一 ，

��
�

��

��
�

通�式
、

��
�

��式代人 ��
�

��
，

即可得到 ��
�

��式
�

�

如果 ��
�

��式为线性模型
，
即 ，����� 二 �尽

，

� 为 。 、 �阶矩阵
，

则万� ��
���

一 ’���，它�
� 一 �万

，

因而 ��
�

���式的结果与文 ���� 的公式完全一致
，

这正是我们所预期的
�

根据 ��� � �����川�的论证
，
当有兴趣的参数 �本文为句与多余参数 �本文为 尹 和 口�

不正交时 �本文 几
。 � ���

一 ’ ����尹�尹��
，

似然比统计量以及相应的 ���� 。
统计量需耍加以

调整
�

为此
，

首先作参数变换
，

使得在新参数下
，

有兴趣的参数与多余参数正交
，

然后再加上适当

的调整项
�

这种参数变换不一定存在
，

但是本文情况
，

这种变换恰好存在
�

我们有

引理 � 若取新参数 歹� �产
，
�

，

尽了�共
，

则在新参数下
，
石与 �

，

月

阵

�竺 ���
”

令 一 � ‘ ，，‘，�‘�
， ” ‘，

�‘�二 �从
’“ ‘�石�」

，

��
·

��

正交
�

这时 ��
�

��式巾
，
变量 � 关于 夕的 ����

��� 信息阵 � 为分块对角

� 二 ������几�，

儿�
，

��
，

��

几
。 �� �一 ’ �了 。�一 ’

�，一 ��丁�
，‘
��

一 ‘ �
，

远� ��铭�
，‘
���

， ，，‘
了�

了‘�一 ’
����

·

证明 根据文 川 的论证
，

可令 尹 二 尹�石
，

劝 为 守
，
石的函数

，

它应满足以下微分方程
�

沙，��石
，
令�

口石

上式右端由��
·

��式确定
，

寿
。 二 ，‘

���
�，

寿，

�� 一

招几 、 ，

二 �勺�一 ’ ���尹
，
因此上述微分方程化为

一

访���
” ‘ ’ 口

，，�、

下下一
， � � �， · 。 、 ，�

�口“
一一

斗﹃�口
月以一︵
�

刃
﹄通了一��

该式可进一步表示为

旦些二
二 �王于旦竺卫生 二

些丝五竺
‘

口石
。 ，�

昌 口石
“

口吞
。

由此即可解出 叮， �� �，，‘
�
’ ，

此即 ��
·

��式
， ，， 二 �，�‘

歹
’
�万�代人 ��

·

��式
，

经直接计算可得到

��
·

��
，

口

根据 ��� � ���������的公式
，

修正的 ����� 统计量为 �氏
‘
二 泞� 十 △万�，

△��
一立

‘·

�方
’
�‘�”�几�‘，，‘” ‘

·

��瓦
一 ‘。 ·，

，

��
�

��



其中

其中

其中

万�� �瓦
，

…
，

凡�
� 为 石的 、 ���， 。 。 二 �‘��

，… ，‘。 。��
，

了一 ‘。 可近似表示为

了一协陌佘 ����

以上 ��
，

��式和 ��
�

勿 式均在瓦二 ��孑
，

护
，

声丫 处计值
，
以下同此

，

不再赘述
�

定理 � 对于模型 ��
�

�� 和 ��
�

��
，

假设检验问题 ��
�

��的 ��
�。 统计量可表示为

��
，、 � �。 � �����

�

份
、
���子

�
�

，

��
�

���

�‘ � ��，�，
二

，
��

，‘ 。
��

，
�，，、

，
二 ，

�
�‘ 、
为 �

�，‘·�

�
。 ，

�� ������
一 ’ �� 的对角元素

�

证明 由 ��
�

了�式可知

�儿 〔石��
口石

。 一

�一�、 丁
业梁旦�

、 、
， �

口口 “ �

” �。盯 一， 为对角阵
，

其第 该个对角元为
“ ‘ 二 川 。 。 厂‘

�

因此由 ��
�

��式可知

�。 “ 、 、 「口�。 � 。 �

� �
、 �

� � �

又丽�
� 一 �

“ �
山

灭瓜
一一

�
� 一 �

��‘、
一

、 。 、· 十 了‘

一 声 �� ‘ “ 一 ‘ ， � �

愚
，“
歹
‘ “ ，·

��
�

� 方。

二 一几
。
� ，‘ 一 ‘

艺 �，。 二 一万、。 ，

�二�

其中 � 二 �� ‘。 �
，

万 � �万
�。
�

�

因此在 瓦处有

口�
，，‘ 。 入�一 ’ �

口石
。

�� 、���廷��
、 。
�

�

葱� �
、

…
，
了‘ ，

‘ � ， 、 ， ‘， 厂 户 ，

��喇及
。
�为一对角阵 �

。 固定�
�

又由于在 瓦处有 方
‘ 二 、�����寿

“�
，‘ ，

斜�����
一 ’
�

，
因此有

‘·

�方
’�‘�”�几�‘��“ ‘

·

��
· ‘�
���

��，一 ’ ‘ ��‘、 �一万、·���

� 一������
���万、� � 一 兄 �“ 。 �。

亡二 �

��
、

���

又 ��
�

��
、

��
，

��的结果代人 ��
�

��式可得

了一 �
。 二 。 一 ’

�了功
一 ‘

了
。 �

��
�

���

��
，

���和 ��
�

���式代人 ��
，

��式可得

△义 � �一 ’
广双了劝

一 ’

了
、 �

由此即得到 ��
�

���式
�

�



怪�
�

�����统计量的局部影响分析

局部影响主要研究模型有微小扰动时
，

对于统计量的影响
，

由此可导出某些特定的诊断统计

量
�

局部影响首先由 ������司�于 ����年提出
�

假设 、 为亥恻扰动的向量
，

吻 对应于无扰动情

形
�

在文 ���的讨论中
，
由于受扰动以后的似然距离 ���哟 在吻 处的函数值与一阶导数值均为

零
，
因此自然地用二阶导数即曲率来刻划扰动的影响

�

但是
，

对于某些其他的统计量
，
它们在 吻

处的一阶导数不为零
，

则可用方向导数达到最大的方向
，
即梯度方向来刻化影响

，

即扰动的局部影

响最大的方向 �，
。 二
为 吻 处的梯度方向

�

文 【��曾经用梯度方向来刻化扰动对于置信域体积的
影响�文 【���曾经用梯度方向来刻化扰动对于数据变换的影响

�

本文则用梯度方向来研究扰动对

于 ����� 检验统计量的局部影响
�

设在扰动 曰 下 ��
�

��式表示为 ���。 �
，
���吻�二 ��表示无

扰动情形
，

根据以上分析
，
扰动 。 对于 ���。 �局部影响最大的方向应满足

、、‘声呀�工

�

伪�
�刃�、�����公 、 、

��
。 。
汉 《

—
》

胜 �‘ �
， �

扒
、 了 �甲�

，��

本文分别考虑因变量的扰动和 自变量的扰动�

即即�
�
�

���
呀�尽��

因变量的扰动
，

自变量的扰动

� � � � 公
，

公。 二 ��

���脚 ” ���剧。 �
·

例如
，

若 ��
�

��为线性模型
，

常见的扰动为

”�口冲�� ��。 �口
，
��。 �表示 � 的某几行或某几列受到扰动

�

��
�

��式分别记为 ��口�公�和 ��石
，

口冲�
，

相应的 ���

为 ��。 ��

是计算 ��

根据定理

望��
�

��有扰

�石孑
，
子��。 ��

�。 �在 �。
。 ，

，
���。 �可

�
�

当 。 二 吻 时
，

则以上统计量还原到原来无扰动的情形
�

本节的目的就

句处的梯度方向
�

以下讨论中
，

有关的量均在 �、 ，

刃处计值
，

大多略去
�

。 ，
� �

���‘ ��令
“ 一 ’
�“
�，

口�‘ ��‘ �
” ��‘ �脂

“
�‘ �

，

��
�

��

式中今 与 。 无关
，

我们需要求出 ��。。 ，

声沙��。 �与
。
�。 �在 、 处的导数

�

为此先证明两个引

理
�

引理 � 对于扰动 �
�
�和 ���

，

在 �吻
，
口�分别有

���石
。 ，
口�。 ��。 �

加
二 �武 ��

�

��

���凡
，

口�‘ ��‘ ��

加

一�△了拭 ��
�

��

、�产、、�了
�
‘
卜甘

‘
住了、了��、

其中 △， 二 �，�川。 ��彻
了，

且在 �、
，

刃处计值
�

证明 易见 ��
�

��式对任意的 月� 斑。 �成立
，
因此

「���石。
，

口�。 ��
�

—
� � �

、

� �月 �口�风。 �
��

�

��

口��石
。 ，

口�“ ��‘ ��

彻

口��石
。 ，
口�。 �刀�公�

�

�万�凡�口�。 �
一一一�一�井下厂一一

�一 下丁一万二 十 一一一一二一一一一
�户 �公

二
口公

�亏�凡�月�。 �
一

加
以上最后表示万固定

，

仅对 �中最后一项 公 求导数
，



根据 ��
�

��式
，

对扰动 �
��有

、�。。
，

序�口����一�
� � 口 一 ，�万�口���

�

�
、· � 山

一，�万�公���

哗架塑�
、 。 ，

�一 ��
�

��。
。
尽������

一

�
，一 ��万�。 ��、 ��

�

�
、

，

一
，�序�

。 �����
，

�塑瓮团
兰互�

、、 。 �

。 一
�

�旦票
〕�乙

。 ，

。 它一
�△了它一
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�“� �
少
芝
�

口月�目�

口刃�

�
、 �
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么� � 口�。�尽冲��口

，，口公�
�

�吻
，

丙处计值
�

证明 对于扰动 �
��

，

根据 ����和 ���
�

。�式
，
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根据以上引理可得本节主要定理如下
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上式第一项可表示为 ��一 ’△不八�

脂
。 二

·�
�。 �一�

，、 一 。 ‘�，�。 �一��
’ ，
因此在 、

�△八若护
，

处有

�
。 子 勺

，

今计算

��
�

���

【���公�������。 。
�
，

由于

��� 、�公�� 一 �口��、�月�公�
�

二 �，，‘ 口尽
。

�公��
�一二芍一万下一 � � 一 乙�日 一一下丁一一一一 十 夕

�

下了下尸
�

一一只尸一�
电

�
� �公

二 �。 。 � 口公无 蔽二� �口
� 口公无 �、 �

�聂�
、 。

一
��‘·��司�

△�� �

丝�
�‘ � �

� 一������司�△ ， � ���一 ��
一 ’ ����舒��△�

�一 ��△ �
��

以上最后式用到了 ��
�

��式
�

以上各式代人 ��
�

���式即得到 ��
�

���式
�

口

在定理 �中
，

矩阵 � 称为有效残差曲率阵 �见 【��
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表� 鱼场数据 亏��
�� 统计量的局部分析
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