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摘 要

本文考虑二元极值的相关结构
，

通过一个变量变换
，

使变换后的变量基本上是独立的
，

并给出了它们的随机表

示
�

由此能非常容易地在计算机上产生二元极值分布伪随机向量
，

以及计算一类常用统计量的数字特征
，

这是研究

某些统计量渐近分布的基础
�

关 键 词
�
二元极值分布

，

������，

相关结构
，

独立性
，

随机表示
�

学 科 分 类 号
� ����点

号�
�

引 论

关于二元极值分布的讨论主要集中在极值的相关结构上
�

设 ���
，

功 是一个二元极值分布
，

它可以表示

��
二 ，，�� �����

二
�
，

凡�刀��
，

��
�

��

其中 ���幻
，

凡�功 是边缘分布
，

而

��。
，�
�一 ��。 ���� 。 ，

凡���� 。
�一

。 ��
不，

。 ��。
�
�、 介弊共�下

， 。 � 。 ， 。 �

‘ ��������� �

��
�

��

是 ������� 函数 � 定义在 ��
。

��上
，

满足

����艺
，
�一 亡�三��云�三�

，
�三云三�

，

称为相关函数
�

������ 的概念最早由 ���提出的
，

后来 ��
，
��对此做了专门介绍

�

��」�第九章�及 ��� 给出了二
元极值分布中相关函数 线的参数形式的例子

�

关于 注的非参数估计已有不少讨论
，

首先是由���提出的
，

以后 ���给出了它的渐近性质
，

���讨论了 �

的核密度估计
，

��� 及 【���分别给出了一个半参数及非参数估计
，

最近 【��又提出了二个相关函数的新的估
计方法

�

设 ��
，，
�劝

，

… ，

��
，�，

丫
、
�是二元极值分布 ��

�

��的 � 个观测
，

假定边缘分布�����
，

凡�功 已知
，

记 �队
，

认�二

�����、�
，

凡��二��
，
乞� �

，… ，� ，

它们是 ��������
�

��的观测
，

考虑

�
�
� ����认���

���队从�
，

艺� �
，… ，�

�

用 易
��

，

…
，

乙
，��表示它们的次序统计量

，

定义

� ·
�应

����

� �一 ����

、 ��。

少
，

�三 ‘ 三 “ ，

如果所有的 �
，

各不相同
，

由 ����给出的 ����中 � 的非参数估计为
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其中 �是 ����上的有界函数
，

满足 拭�� 二 �一 域��二 �
， 【��」证明了 �。

是 � 的一个渐近无偏估计
，

且是一

致的
、

强相合的
�

特别当 凡�幼 � 凡�功 � ����一 ����一二��
，

即 ������边缘情况
。
由 ��

�

��定义的统计量 人
乙

���实际上完全

由 艺 ��
， 一 矶�所决定

�

联系 ����给出的 � � � 一 � 的分布
之之�

��叨�二
�仙

�� �切

�
‘
���

� 一六，�二

��叨�

以及 � � ����一�� � ����一功 与� 的联合分布

� � ， � � � �
� 、 � � ， ， ， 、 、

�
， 、

�叨
�

� �〔约
� ， ‘ � 、 � 八

尸��
‘
� 刃

，

冲 � 叨�� 〔�一 �一 �几 、 川 ��刀 〔叨�一 沙 � ���
一

一�二‘ 二一 已一 �� 、 “ �
刀���】

一
’

一
‘

”
” �一�� 、 �� 砂

、 ·

�

显然
，

这个分布形式仍然比较复杂
，

不便进一步讨论
�

关于 �的参数模型也有不少文章讨论
，
�������� 模型是在理论上和实际中最常见的

，

有关的文章也较

多
，

例如 阎 及 ���
，
���是关于二元极值的讨论

，

而 ���
一

���是关于多元极值的
�

对嵌套 �������
�
模型也有一些

文章
，

见 ���
一

���
�

而其它参数模型的理论研究及应用则牵涉较少
，

似乎还没有专门的文章
�

对每个指定的参

数模型
，

实际上也就规定了极值的相关结构
，

对它们的讨论
，

实际上也是关于相应的相关结构性质的研究
�

另一种途径是讨论一般二元分布的尾部相关特征
，

���
，

���提出了尾部的几乎独立的概念
，

����讨论了

二元 ������分布的尾部相关特征
�

我们则想从另一个角度讨论相关性
，

即能否通过一个适当的变换
，

使变换后的变量是独立的
，

或虽然不

能完全独立
，

但至少在某种意义下具有类似于独立变量的方便性质
，

我们称这种性质为基本独立性
�

这个想

法在 ���
，

��
，

��」已经实现
�

他们考虑了二元及多元 ��������模型
，
�元嵌套 �������

�
模型

，

都得到了所希望的

变换
，

那么对一般的二元极值分布是否可以找到具有如此性质的变换呢 �我们在下一节给出回答
，

第 �节是

几个例子
，

第 �节是对所讨论问题的展望
�

��
�

主要结果

考虑二元极值 �叩�����
�

��
�

为方便起见
，

我们只限干可微模型
，

即相关函数存在二阶导数
，

不难求得 ��
�

��

的密度函数为

戍��诀、 ‘ ��， �‘ 一 �� 。 �，�，�云、 ���，，��� � ，�
‘
��、�� �������� �

“
�亡、 、

��� � �� 七 【� ，
� �

—
嘴� �

—
��勺十罗 一 丫片一，尸��下丁胃 砚一丁丁兮于 � 一 丁下一寸一一找下 一丁苏下井 �， �‘

·
� �七 、 伪

·
� � 一 � �切 ， 口 � 二 �么 ， ��� �。 ， �、 乃��、 门 。 ，�。 ， 。

八�� � ��子� � ��八 。 �。 ，。
八 、� ���子、 �’ ‘ 一 产

‘

�刃 � ������� �又亡� 又��������
‘ � 八气��� ���������

‘
此

‘
又石��

其中 亡� ���。 ��
���。 ��

，

作变换
、 月

� ���� �
�

一
���、“ �，入 、碗而可少

’

����

�����
�
�

�
� � ���

。 一 。 �。
�
� 丛上卫、

��亡、 �

�一 兰三、
� �����

糯�
��

�

��

可以得到 ��
，

刀 的联合分布密度函数
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卜一��卜

。
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‘ � �‘ 一 ‘�
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夕��
，
���

�一 占

�尹
�
���

� � 尹�����
�

��
�

��

由 ��
�

�� 可见
，

虽然 ��
，

�� 不是独立的
，

但它们之间的相关结构非常简单
�

显然 � 的边缘分布密度函数

、 �，�一 ，，
�，�、 ，��。�一 �、 ��一 �，�

缨
一 ，��一 ，�不�樱�

�

且�‘�
、 �
且气‘ �

� ����
��

�

�

而 � 的的边缘分布密度函数为

��
�
�� ���一 尽�� � 口�

�一 � ， � � �
，

其中 。 二刀
�������

�

即 � 的分布是 ‘ 一 口�
口的 ���，

��与 ��
、 ，
��混合 �����

分布
�

这里 ��
、 ，

��

�的 ������ 分布密度 ��
、 ，

劝 � 护一 ‘ 。 一 ”

���哟
， � � �

，

而 ��
·

�是 ����� 函数
�

��
�

��

表示参数为

由此
，

我们可以方便地求出任何形如 ��
���场�劝 函数的数学期望

�

���
，
���场���� � 关

一

关
‘ ��

�
·
�场�‘，一�，

�‘�，· � ” �“，，�‘�·

关
一 二�

�·�
一

�·

关
‘ 。 ���一������

关
一 ��

�
·
�一�·

关
‘
几�亡，一�艺，��

·

��
�

��

与独立的随机变量比较
，

��
�

��给出的结果并没有许多本质的不同
，

我们不妨称这样的 �
，
� 为基本独立的随

机变量
�

在下一节讨论的具体例子中
，

经进一步的变换
，

由基本独立的随机变量可以得到真正独立的随机变

量
�

在二元极值研究中
，

感兴趣的常常是两个随机变量同时取大值的概率
，

即需要考虑联合生存函数

�� � 叫� � � ，
� � 功

�

��
�

���

相应于 ��
�

��
，

我们有

��

其中 刁�。
，��� 。 � � � ���一 。 ，

�一 �
�一 �

，

� ��尸
�
���

，
���，��

，

而 ���� � ��� � �� �

��
�

���

�一 ����是边缘生存函数
�

显然 ��
�

��与

、，多户、、�了

�万、，��

��
�

��有相同的密度函数 �如果存在的话�
，

因此可以方便地讨论其中之一即可
�

号�
�

例

在极值的理论研究与应用中
，

最主要的可微参数模型是 �������� 模型及混合模型
，

较复杂一些的是将它

们推广到不对称的情况
�

因为在某些实际问题中
，

假定变量是可交换的或对称的
，

并不合理
�

本节只给出

一般结果在前二种参数模型下的具体形式
�

为叙述方便起见
，

且不失一般性
，

假定边缘分布为指数分布
，

��川 二 凡�习 � �一 ����一幻
， � � �

，

其生存函数 了
，
��� � 了���� � ����一��

， � � �具有简单形式
，

相应于变

换 ��
�

��
，

我们有
� � 、

�� � 夕���— �
，

、 � 十 夕�

��
�

��

� � 岑

一一一一�
二�

矛‘�
了、�

��
�、

例 � ��������模型
�

�������� 模型是二元极值中应用最广泛的一个参数模型
，

其相关函数为

‘

吐���� ��
‘�� � ��一 ��

‘�“ ��
“ ，

�三�三�
，

其中 �� � � �是相关参数
，

相应的生存函数为

砚
二 ，

妇 二 ����一����“ �尹
“
���

， � � �
， 、 � ��
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此时
，

变换 ��
�

��成为

��
‘�� � ，‘���气

州�
� ����

��
�

��
�子�

口

�
�、��、

可以求出 ��
�

��
，

��
�

��中的 �����
，
尹����分别为

�����

�����

因此 � 的边缘分布密度为

�����

�‘�“ 一 ‘
��一 忿�

‘�“ 一 ‘

�艺‘�
。 � ��一 ��

��“ �
“ ’

，�
� 、 ���“ 一 ���一 ����

“ 一 �

二 ‘ 一 一 ��，�二，一一一��二尸一��贾二，尸代二
，

�� ���
��。 � ��一 亡�

��“ �
‘

� �‘�“ 一 ‘
��一 ��‘�

“ 一 ‘

� ��‘�
“ � ��一 ��

‘���
�

�� �� �
�

这个密度函数形式似乎比较复杂
，

如若作进一步变换

，�

�

一一旦立一一
���� � ��一 ����

。 ’

那么 �� 即为区间 ��
，

��上的均匀分布变量
�

或者说
，

如果作变换

��
，�“ � ，，�口�

。 ，

� ‘�����
‘�� � 军‘���

，
��

�

��
一一一一�

�了‘

少��、�叹

那么由�����
，
�的边缘分布为 口

� ‘ 一 口的混合分布
，

其中口二���。 ����� 二 �一 � ，

即 �为 ‘ 一 。 � 。 的混合分

布
，

而 �� 是均匀分布变量
，

且 �
，
� 相互独立

�

这个结果与 【�� ，
�司完全一致

，

而且这里的结果更深刻
，

因

为这里告诉我们
，

服从区间 ��
，

��上的均匀分布随机变量 �� 是两个部分 ��川
，

勿���叠加的结果
�

实际上
，

我

们已经得到了 �
，
� 的随机表示

��� ，

���一 ��
�

·

��
声‘，哎�

例 � 混合模型
�

混合模型的相关函数为
����二 ��� 一 �亡� �

，
�� �� �

，

其中 �� �� �是相关参数
，

相应的生存函数为

二
， 、

�
， � 、 �

夕�夕 � � � �
�

�

、 �

行气�
，
岑�� ���布一 气� 十 军�十 丁下下二�

， 二 � � ， � 尸 �
·

‘ 祷 一 � ，

作变换

� ���功 一
夕��

� � 岑 ��
�

��

� � 岑

吕小‘

尸

�
艺，
�

可以得到

����� � � �
，

����� �

�一 � �

���� 一 ��� ��
� ��� 一 �云� �

�艺��一 ���

��� 一 ��� 一

� 的边缘分布密度

夕�亡��
�一 �

���� 一 �亡� ��“
�

��� 一 �忿� �
一 �

，
�� 亡� �

�
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� 所服从的混合分布中的比例常数

��
� �

�

� 厂万一
“ 一
��

’ ���� “ ‘ �
，

雨不前
“

�
”
�面

一 艺
‘

考虑进一步的变换
��一 �

口�� 一 ��� �
��

�

��

不难证明
，

它将 呵��十 ����变换为 卜�
，
�〕上的均匀分布变量 ，

拭�
�
�二 ���

， 一 �� �� �
�

因此 �与 �� 相互

独立
，

这个结果是本文第一次得到的
�

由变换 ��
�

��容易得到

由 ��
�

��可知
，

这种形式的数学期望是不难求出的
�

�����一 ��
�����

实际上
，

我们有

【����一

击�漏瑞一惩
一

故由指数分布的性质可知
，

�
，

� 之间的相关系数为

口一 �
�� 万�下��

任 一 口

�

��一 ��了���一 ��

����二

层
且�

�

结 论

由于二元极值分布的相关函数 � 不可能用有限的参数形式来表示
�

因此对二元极值分布的讨论
，

常常在

一定的参数模型下进行的
�

目前
，

在各种文献中见到的参数模型已有许多
，

它们大都是从数学上考虑而提出

的
，

真正在实际中得到应用的主要还是上节例 �讨论的 �������� 模型
�

关于 � 的半参数
，

非参数估计
，

最近有不少文章讨论
，

但是如果某个参数模型比较适合于所考虑的实际

问题
，

且具有某种稳健性质
，

那么在此参数模型下的结果
，

可能比一般的非参数模型好
�

变换 ����的具体执行仍依赖于 � 的形式
，

例 �
、

例 �指出
，

对给定的 � 的参数形式
，

必定能得到所希

望的结果
，

而且常常可由此作进一步的变换
，

使最后的变量相互独立
�

此时
，

许多问题变得相对简单了
�

文

献 ���
一

��」关于 �������� 模型
，

����关于嵌套 �������� 模型的一系列结果就是在变换 ��
�

�� 下得到的
�

特别值

得一提的是变换 ��
�

�� 使在计算机上模拟产生 �������� 模型下的二元极值伪随机向量变得非常简单
，

����给

出了以上模型随机向量产生的有效算法
�

这为研究其它比较复杂的问题提供了一个非常好的基础
，

如果不能

得到理论上的结果
，

至少也有模拟结果
�

我们相信变换 ��
�

��及 ��
�

��对混合模型的研究提供了最好的准备
�

由于变换 ��
�

��的一般性
，

当然适用于二元极值分布的其它参数模型
�

当参数模型本身表示比较复杂时
，

��
�

��
，

��
�

��中的形式也就更加复杂
，

如果不能找到进一步的变换使 � 的密度函数拭��有较简单的形式
，

或者

连 �的混合分布中比例常数 口都不能积出
，

这些多少都影响到我们的最终目标
�

例如关于不对称的 ��������

模型及不对称的混合模型就是这样
，

对此我们需要进一步的研究
�
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