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残差�
一

图对平稳可逆����过程数据的检验能力

姜永康 王静龙
�华东师范大学统计系

， 一

匕海
，
�������

摘 要

木文将 ��������������� ����

��� ��������技术应用 于 自相关数据
，
使用的基木方法是对数据做残差处理

，

木文给出了对于平稳可逆的 ����过程数据
，
在检验过程均值变化方面

，
残差 �

一

图优 于�
一

图的条件
�

关键 词
�
残差 ��图

，

���图
，
平稳可逆的 ����过程

�

学科 分类号
� ����

�

��

��
�

引 言

近年来
，

在工业生产过程中
，
��������������� ������， ���������技术常被用来监控过程的变化

�

传统的控

制图如��
一

图
，
������图

，
����

一

图均是基于过程数据独立这一基本假设的
�

而在实际生产过程中
，

数据

常是相关的
，
此时传统的控制图己不再适用

�

满足时间序列 ����模型的数据是 自相关的
，
但其残差却是

不相关的
，
若对残差使用铸统图是否会改善控制图的使用效果�本文仅就平稳可逆 ����过程数据在均值

发生变化时
，

残差��图在检脸这种变化的能力是否优于传统��图作了一些探讨
�

��过程和��过程是����过程的两个特例
�

关于��过程数据
，
�����������定义了一个衡量检验能

力的指标
，
并在此指标下得扭结论

�
在均值发生变化的那一刻

，
残差��图对均值变化的检 出力总优于 �

一

图
，

之后
，

在一定条件下残差��图的检出力也优于��图
�

本文推广了他的结果
�

第二节首先考虑��过程的情

形
，

第三节考虑����过程的情况
�

��
�

��过程

兮�
·

� �����

首先
，
我们考察一阶可逆滑动平均过程

劣�一 户� ‘ 。 一康
�一�，

其中姚为正态白噪声服从���
，

心�
，

口满足可逆条件�
�川 � ��本文研究对象均为平稳可逆

、

正态 白噪声的过

程
，
以后不再赘述�

，

这时残差

价 � ��一 全�� ��一 �户一压卜
�
�

�

所 谓残差��图
，

就是对残差过程�
�，
�做��图�以零为中心线的残差的 �人 限次序图�

�

这里我们假定模型完

全拟合
，
即�
户二 户

，

声� 口
，

为简便起见
，

我们记

�� � 众 一 �户 一康卜
�
�

�

残差价 的方差等于 白噪声方差

嵘一
�������

一

命
心

，

本文 ����年�月�日收到
，
����年 ��月�日收到修改稿

�



其中�
呈为

二�的方差
�

若在时刻 �
， 二，
的均值发生变化

�

拜升 户
�
� 户� 占�

二 ，

且 〔�，二 矿 �二 �
，
� � �

，… 即过程在时刻 �之后又恢复平稳
�

现在
，

我们要研究的问题就是 讨论在这种情况下
，

残差 �
一

图与传统��图对这种变化 的检验能力哪一个

更好一些 �以后对不同的过程
，

所研究的都是这个问题
，

不再赘述�
�

为此我们 首先定义一个衡量检验能力强

弱的指标

�“，一�
�

�鬓��
。
�
，

在 万� �即 二�的均值没有发生变化时
，
��氏�二 �

，
定义��约二 ��

卜而
，

我们解释��约作为衡量指标的合理性
�

为此我们 引入残差 �，落入其 �。 。
控制限 内的概率

守� ��一��� � �， � ����

� ��【一��。 一 ��
��
�」��。 � 【�。 一 ���亡�」��� � 【��� 一 ��

��
����

。
�
，

若 日
。 ，
���

。
与 占��约同号

，

上式 二 创一�一占��约� � � �一占��约��若 〔��
，
��几 与 石��约异号

，
上式 � 创一��万��约�

� � �� 盯����
�

这里 � � �
�， 一 日氏�」�几 、 ���

，

��
，

所 以由正态分布对称性有
� 守 � 侧一�一 石��约 � � �

�一 叮����
�

即�对固定的 �和 占
，
守是����的偶函数

，
记守为城�����

�

有�
城����� � 城一��胡

�

所 以��约取绝对值

是合理的
，

又 守还是����的减函数
，

或者说 �一 守是��约的增 函数
�

这 说明均值变化被检 出的概率是����的增

函数
·

另外
，

若在 云� �时过程均值没有发生变化
，

即�石� �
，

则����� ��若过程均值发生变化
，

即
�万笋�

，

则

��约� �
�

因此��约做检验能力的衡量指标是合理的
�

若以传统 �
一

图来检验过程均值是否发生变化
，
它的前提假设是�

�众�独立
，
即�口� �

�

此时检验能力

�。亡、 一 ���立、�。�一 ���兰二里、�。�一 矛�
， ‘ �
�
‘

� ��� �� � � 人 �二 �� � ��
，
�全 望

’ �

因此 只要残差 �
一

图在时刻 �全�有 了���� �
，
则说明这一刻残差 �

一

图的检验能力优于 �
一

图
�

卜而我们来计算可逆 �����过程的检验能力指标 ����
，
亡全�

�

由逆转公式

�‘ � 又 少��卜�一 川
���

这样
，

残差

�，� �，一 户�康
�一�

二 二�一 户� 艺 尸���二
�一卜�一 川

���

二 又 少�众
一�一 川

，

���

所以

��
�二�� 占。

二 ，

��
�二���� ���刀�… �刀无�万‘

，

�� �

相应地

了图 一

�
�

������
�

�‘� � “，一�
�

�臀��
。
�

斌��口
，，

� 币下不���口� … �口��
， 、 全 �

�



由此得定理 �
�

定理 � 对有正态 白噪声可逆 �����过程有

��� �了� �时
，

��� � ��� � �� �
，
�

， ·

…
��� �了� �时

，

����� �
，

��� � �丸� ��� � �二 �
，
�

， ·

…
��� 尸� �时

，

存在 。 � 摺 � 咫 � … � 一�
，

使得当口任 �一�
，

尸乳�时
，

��� � �。 劝� �
，
饥 � �

，
�

，… ，

�� 当

月‘ �渭
�，

��时
，

��� � �。 �� �
， 。 � �� �

，
�� �

，

一

定理证明参见附录 �
�

并且 由定理 �可以得到下面的推论
�

推论 � 一���� 兰口� �时
，

��� � 哟 � � �二 �
，
�

， ·

…

旦�
·

� �����

卜面我们来看二阶可逆滑动平均过程

二，一 拼 � 已，一 口�￡卜�一 凡￡，一�，

其残差

� 二亡一 拼�月�‘
�一��八 ‘ �一�，

�
�

、 ，汽 � ， � 、
� � 舀

— � � � 、 匕寸 � ‘ ‘ 二 竺����叫�下一一�，分胃 � �
�

�� 月犷�劣
‘

��� 又 沪
。
��
�一� 一 户�

，

氏嵘

逆转公式

日��

其中�叭�满足
�

艺 物�
吕
�

���

�

�一 几� 一 热��
‘

这里 �是后移算子
，
即�

及
�� 旬一�

，
�劣。 � 丸一�

�

于是

�� 二 众 一 拼�八 又 沪，
�丸

一卜
， 一川�热 又 沪

。

��卜�一� 一 川
，

��� 口��

所 以

��
���� 占‘

，

���二���

��
�二���

���口
�
�石�

二 ，

�
�

七
�

�

电二罕 、

���伪 艺 沪
，
十热 艺 沪

�

�石‘
，

���
，

飞�� ，

�� ��

相应地

了‘�，一�
�

�器��
�

卜
�‘� � ‘，一�

〔
�弩��

。
�

�‘� � “，一卜�臀��
‘
�

了
‘ �岭‘ 嘴

���几�
，

价汾
’

摘
价

�畔�

引
七一� �一�

�十口�艺 沪
� �热 艺 沪

�

�� ��
��� 舀��

由此得定理 ��

定理 � 对有正态 白噪声可逆 �����过程有

��� ����� ��

��� 尸� � 一热 � 。 且畔� �热 七 。 时
，

��� �的 � �
�

�� �
，
�

，…
定理证明参见附录 ��

��



互�
�

� �����

对于一般的 �阶可逆滑动平均过程

二�一 拼 � 。 �一 口��
�一，一

· ·

一 岛
��一 。 ，

其残差

� ��一 拼� 口��
，一 �十 … �禹

�，一 。 ，

� �����
�

�
�

� � 山

一 下下气元，尸，，下气万 � 二

上

一 尸� 一
’ 一 ’

丫 尸�

氏心

逆转公式

沪�

�二
�一 。

一 拼�
，��间一一

其中�沪
，

�满足
�

沪，
�

� �
�

�一 八� 一
·

一 风�
“ ’

��间

于是

��� �，一 户�几 艺 沪
�

�丸
一卜

， 一 川 � … �丙 又 沪
�

��卜
�一 �

一 川
，

�� ���

所 以

��
�二��

〔�
�二� 、��

石�二
，

�
无一�

��口�艺 沪
�
� … � 口、�

‘二
，

�三 �� 仇

��
“ �� 、�一�

���

�一 �

��刀�� 沪
�
�…

��

二 、
�

争
，。 、，，

相应地

���，一�
〔
�黝���

�

‘
卜

“，一�
�

�臀����
�

�‘� � “，一�
〔
�臀��

。
�
�

�� 口爹� … �心
，

价
�礴� … �心

丫
��口尹� … �稽

�一�

��口� � 沪
。
� …

习��

�一 �

�三 �� 仇

��口�又 沪
�
�

�

脚
�

“
’

十场 乞 沪
，

卜
吕二� �

�全��

显然
，

����� �
�

在 �� �时
，

����� �或 � �的条件有待进一步的讨论
�

定理� 对有正态 白噪声可逆 ���的过程有
�
����� �

�

��
�

平稳可逆 ����过程

��
·

� ������
，��

首先
，

我们考察平稳可逆 ������
，

��过程

二忿一 户 � ���卜
� 一 拼��

��一 口�卜�，

其残差

��� 二�一 户 一 ���
�一�一 户��月

��一�，

砖 � ��
���

，、 �
，月 、 ， ，

�一 �。 户�� ��

��口�
�
呈



逆转公式

�，二 又 尸
一 ‘
�月一 ���众

一 � 一 川 � 二， 一 热
��

这样

刊
��一 二，一 。 一 。 ���

一，一 。��口�受尸
一 ‘
�口一 。

���
，一 �一， 一 。�� 二卜�

� ���

� �，一 户� 艺 口
习

�口一 ����卜
�一� 一 户�

，

召��

于是

��
�二�

��
�二���

��
�����

� 石�二
，

� ���口一 ��石�
二 ，

� 电二� 、

��� 艺 口
�

�口一 “ ��石�
二 ，

���

�二 �
，
�

，…

相应地

����

���� ��

一

�
〔
�器��

‘
�
一

�

一

�
〔
�弩��

‘
�
�

一

卜�臀��
‘
卜

��口�

�一 �。 户�� �� ’

�� 口�
，���二，���一

一
言 ��十 口 一 ��

，

�一 ����� � ‘ ’

�� 口� �一 �

���� �� �一 ����� 。 �
�� 又 口

�

�口一 �� �二 �
，
�

，…
��

由此得定理 ��

定理� 对有正态白噪声平稳可逆 ������
，

��过程有

��� ����� ��

���口全� � �时
，

��� � ��� � �� �
，
�

， ·

…
定理证明参见附录��

愁�
�

� ���人伽
，
叮�

对于一般的平稳可逆 自回归滑动平均过程

��一 拜 � ����卜
�一川 十 … � �，

���
一， 一 川 � �，一 口�自一� 一

·

一 禹自
一�，

其残差

��� 二�一 户一 ���二
�一�一 拼�一

·

一
。 ���

�一， 一 户��口
��卜�� … �岛

�，一�，

心� ��
�
�
��
��

� �
� 、 � �一�

��� 又
�乏�� 卜 �“ �� �又

���
产 、

���

������

�
。 �� … � �一���、

��畔� … �心
�
呈

记 卜式为
�

嵘
� � ��

二二二
�

兮，，�� � �
�

盛 �
占夕，�

其中

巧
，。

��衅 � … �肴
� 上
��� 艺

���

、 � �一 �

。 子�� �一 ��
� � �宁

成� ， 、 ‘

����

�、 � 、 ��

�
。 �� … � �一�。 �户

�

��



逆转公式

。 �� 艺 沪�

�二
�一� 一 产�

，

���

其中�沪
�

�满足
�

艺 叭�
忍
�

���

�一 。 �� 一
· ·

一 。 ���

�一 几孕一
·

一 岛�
“

于是

�亡二 ，，一 拼 一 ���，
�一� 一 拼�一

·

一
。 ，
�二

�一， 一 拼��口
�
又 沪

。

��卜
�一� 一 户�� … �戊 艺 沪�

�二卜。 一 ， 一 ���
，

所以

��
�二�� 石‘

，

��
�二���� ���几 一 。 ，

�占‘
，

���丁�����
�一 “ ‘ 一

’

“

二�

�一�

一 �� � 八 � 沪
�
� …

��

七夕 、

�入 艺 物�赫
二

·

���

相应地

���� �

��� � ���

“
�黝���

一

瓜
，

��� � ��� ��

�弩��
‘
�
一

瓜
，‘ � ” � 一 “ �’，

�臀����
一

瓜卜
一��
一

�一�

一 �， �口，艺 沪� �

��

… 二 。
争

，。
�

显然
，

����� �
�

在 �� �时
，

����� �或 � �的条件有待进一步的讨论
�

定理 � 对有正态 白噪声的平稳可逆 ����伽
，

的过程有
�
����� �

�

定理证明参见附录 �
�

附录 �� 证明定理 �

口� �时
，

��， � 无�� 币下矛���口�

口� �时

� 了��口
� � � �� �

，
�

，二
‘

、、��‘、���，��自了
��、了口�、

了���二

��� � ��� ���

� �，

���口� … �口��� ‘
�

��丫厂工护�召
�
一厂一
卜不

�一一弓弓

� ��一口����口� … �口��� ‘
�

� �一 口���� � � �� �
，
�

，…

��� 考察�

��� � �、��币下两

二了��声

���口�… �月���

�
又‘ 一 卢

‘ “ 一
‘

�获万
， “ 一 �

，
�

， “
’ ，

殆�� � �������口一 ��“ � ��月
�� � ��口�无�‘

，八
， �

� 、 ， 。 ‘ 二 。 ，�
� � 、 � 。 ‘ 土 ， ，

� � 、
一 ��尤 � ��卢

一” ‘ “
� ��大 � ��口

‘ “ 了 “
������，二二二二二二，����

‘

— 】
‘ 、
斌��月

“
��一 月�

“ �



令

。�月�� �� 月一 ���� ��口
�� � ��口���， 一 ��无� ��尸

����� ��无� ���，�丸��
�

则

��，
�口���一 ���

�� ���月�
无�，� ����� �无�口

�儿

一 ���� ��
�口�无� ‘ � ���

�� ��� ��月
����

��
，

月兰��

所 以试���在尸 三 �时严格 单
·

调增
�

又 因为试一�� � 一��一 � � �
，
���� 二 � � �

，

所 以印无 任 �一�
，

��使得

夕��九�� �
�

一�� 尸� ����
�

�

�
�

��� 三口� ��
蔽

� �

’ 尸
�全�

一�� �了� �无�

��� 三口� ��

��月��一
�

�
子

、�
、、、了�

污
护

�了、

�

因此 了��� �的在卜�
，

凡�上单调减
，

在����
，

��上单调增
�

又��� � �劝�。 一
。 � �

，

��� � �助协一
� 二 梅

·

所 以日愚
‘ �一�

，

儿�使得��� � �助协
一理

� 一 � 则当

瓜
� 口� �时

，

��� � ��� � ��当 一�� 口�暇 时
，

��� � �劝 � ��

又
，
对任意月任 �一�

，

��有
�

���� ���� ���� 训不万�
��尸� … � 月，无���

� 俩下不���月� … �口�� � 月���，
���口��

� 币下砰
�

���口��
二 �尸

“
�

� ��� � ���
，

所以
，

若���� ���� �
，

则��
‘
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