
应用概率统计 第十四卷

第期 ����年�月

������、��� �� 、一�一�� ����一���������目������

�一��‘�‘������ ���
�

�� ���
�

��
，
�一�

�

����

一类���模型参数两步估计的有限样本结果

刘 金 山
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，
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，
�����一��

摘 要

对于 ” ‘
�七�����模型���

，

共设计矩阵满足条件�幻
，

本文得到了回归系数风�‘ � �
，… ， ” ‘

�
的两步������

枯计的梢确协方差表达式
，

从而获得了两步估计优于 ��估计的有限样本性质
�

特

别是
，

当，’� � �时本文结果可以与 ����
�
��

�
������给出的一类两方程���模型结果相比较

�

关健词
� ���模型

，

两步�� ‘���
估计

，

有限样本方差
�

学科分类号
� ����

�

�

写�
�

引 言

考虑经济等领域中经常遇到的������
�����������，����‘���������������模型

�

从 � �‘庆 � “ ，
葱� �

，… ， ，，�

���‘�� �
，

�����‘
，

勺�� 。 ‘��
，‘ ，

���

其中从 是
，� � �随机向量

，

凡 是
，‘ � ��‘

，

列满秩设计矩阵
，

���是 �、 � �未知回归系数
， �‘是

，‘ � �随

机误差向量
，
� 二 ‘，���是 ”

以 。 正定阵
�

当名未知时
，

对参数庆的估计或推断问题是对这种模

型研究的焦点
�

���一，、�������
，
�����首先考虑了在艺已知时的口� �口，

�，… ，

口，
，，�

�
‘

的最佳线性无

偏估计�召乙“ 召�厅中
，

用 艺的限定估计�
�������‘�� ������、��。�或非限定估计�

、�，、���������、����������

�� �从，�代替艺 � �
。 ‘，�后得到的两步�����，�估计

，

或称为�
�。一�、���估计

万� ��
‘
��

一 ，� ����
一 ，�

‘
�‘

一 ， ����，
，

���

其中� � �场
，… ，

斌
。
�
，，
� � �������

�，… ，
���

，

符号�表示矩阵的������
����乘积

�

若取

一，�

黔
‘，，· �

，… ，，，�·

���

则� 二 ���‘刀就是￡的非限定估计
，

这里 万 � �一 �。����
。
���石

，
�。 二 ���，… ，

�，。
�
， � 二

秩��
。
�
，
��表示矩阵�的���

�

���������
逆

�

本文中我们总取�为由����定义
�

当�，，… ，��� 的

分布关于原点对称时
，

�� 、��‘、
估计万是口的无偏估计���

�

由于它不含未知参数
，

是一种可行估计
，

因此多年来一直很受人们的重视
�

有不少文献对它的性质
，

特别是有限样本性质进行了研究
�

在

木文 �困�年一月 ��日收到
�



误差分布为正态的假设下
，
����������和 ���������【�」分另，�对于满足 ��尤

� � �和 �， � ��
�，
��的

两方程系统�即在模型���中 。 �二 ��得到了风的两步估计仄�、 � �
，

��的精确协方差阵
，

从而获得

了创门的有限样本性质
�

林春土�’�把他们的结果推广到满足 尸�几 � 几尸�的两方程系统
，

这里

几 � �‘
����

‘
�
一 ’��是向�

‘的列空间����‘
�的正交投影阵

�

���和【��又分别把���和���的结果推
广到满足 ��价 二 ���笋�

，
�
，

�二 �
，… ， 。 �和 ��几 � 几 二

·

一 ��，�

的 川�川 全��方程系统
·

���

把����和���的结果进一步推广到满足 ���茂�� ���凡���七��的一类
‘

供求
”

经济模型
�

���
，

����等文

献获得了另几类
��方程系统的结果

�

本文则考虑满足下列条件的一类
。 ‘
�
，。 七������系统

�

�� � … � 几
，

几�� � … 二 ��
，

凡�� 二 … � 几
‘ ，

�� � 凡 � �，，�，

���

其中 �三介� � � ，，�， 只 � �‘
����

‘
�
一 ’��

，

�‘ � �
，… ，，�

号�
�

一些引理

引理 � 在条件���之下有

���由又��几 二 几
，

����，‘ 二 琉
，

且 几��，�
� �

证明 由于 �� � 几 � �，。 ，

且凡 七 。�非负定�
，

氏 全�可知 尸，全�� 全�
，
尸�七�，，�

七��

����的引理 �
·

�
·

�可知
，
�‘����� �‘����

，
�‘�只

，、

�� �‘����
，

这等价于 ��凡 � ��
，

���，。 � ��
·

由于 �� 是对称幂等阵可知

�� � 凡 十 只
。 � 尸�� � 凡 � 几��

，、
� ��

。
几 十 ��

，�，

�，，�

几 � 凡只
，‘ 二 ��

上式左右乘��得
� �凡氏

�

凡 二 �凡���
‘

��，、
几 � ��几���

‘

��几几
。

�’ � �
�

由此即得 ����，�
� �

，

证毕
�

引理 � 对于����模型���
，

设风
’

是风的线性无偏估计
，

则八
中

是 ���用的充耍条件是

����从
’ ，
巧�丛 � �

，

对 �� �
，… ，

川 成立
，

���

其中凡 二 �一 乃
�

证明见���中定理 �
�

引理 � 设随机矩阵�服从����
、���分布哟��

，

��
，
�正定且 � � �十 �则�一 ‘

服从逆����
，���

分布 ‘�，�� ’
����� �

，
�一 ’
�

，

且 �一 ‘
的期望为

〔�� 一 ，��一牛一
�一 ，

�

�一 ��� ��
���

引理 � 设 � 一 听��
，

��
，
� 和 �分别分块为

�‘ ， �，�、
��， ����

、 一

�念留
产

��、、

一一�

其中月“ 和 认‘是同阶方阵
，

则在���给定条件下
，
���的条件分布为

�，�
��

�� 、 ��巧
�

晰
’
灰

�，
��� 。 ���

�

��
，

���



其中叭
�

�

� � ���一 叭�

晰
‘姚，

�

引理 �
，

引理 �的证明可参见文献 【川
，

����等
�

引理 � 设 �为随机矩阵
， 〔��� � 盯

，

�。 、
�刃 � � ⑧ �

，
�为非随机矩阵

，

则

��八
‘ 〔���� �

‘〔�� � �
‘
�������

，

���

其中���
。
�表示矩阵的迹

�

证明 设
� 、是 �的第�列

，
尸‘是 � 的第 ‘列

，

则有

��
二�

�不�
，，�� ���

， ‘
一

“ �
‘
��

�，一 �‘���� �“
‘
之��‘�� ���

�
�之��

�，一 �‘���
二 ‘ 一 ��‘�

‘」�� �“ ’
�一与

� ���之���
二，一 �‘，��

� ‘ 一 �“ �
‘

�� 一“
’ 〔�一勺 � ������，

‘���� �“
‘
之��‘�� �，‘������� �“ ‘����

，

其中�‘，是�的元素
，

由此可知���式成立
�

引理 � 在引理�的假设下
，

记��为�
��的阶数

，

则有

〔�����封�二 ��
�

味
’ ， 〔�击

��扮�� 姚
�
�’�万’

���，��括��
��封�

�，�� ���

味
，�� 、 �

〔����八几，��，�扮八
，�
�� 姚

�

晰
’����

厂子珍俞
叭‘ ” ’

厂击万姚
’

�

”

����

����

����

其中��
�

�

�如在���中
，

姚� ， � 姚� 一 姚�
��万

‘����
�

证明 由引理�可知
，

在 ���给定条件下

�，��封��
�� 、 ����

�

���
’ ，
�封。 ���，

�

��
，

���
��八打�

� �【���，�月打��
��
�」� ���

���

同理知 〔�月���扮�� 妈
，
���

‘
�

����式得证
�

又根据引理 �知

��今
��月打、苍��孔‘��，�� �����

，�八���姚
�月列八

�、
�或

��
��

� ����
�

���
‘姚�

晰
’�� ，� ��，����姚

�������

二 ���

嚷
‘姚�� �� ，

�

���
·

泌
����动�

�

����

由叭
‘闭����分布的性质知

� ��� 一 ‘灼
一�

�

��
，

姚�� 于是由引理 �得

〔�，材�� �一上一一嵘
‘

�一 ��一 ��十 月
����

����代人�����并注意到 妈
�是�一 �，阶方阵就得到����式

�

同理可得����式
�

互�
�

主要结果

为推导本文的主耍结果
，

我们需要把矩阵名和它的非限定估计�作同样分块如下
�

艺一� 艺��

名�� ���

��� 艺��

�
�

「“ �， “ �� ��’ �门
�

，
��’ � �拘

， 饰 “ 饰
”
�

� �找
，�
梅

�
·

先�
�

�今一�
甲曰名甲曰

���已���
�
盆��

一一�



其中公�，是 去阶正定阵
，
艺��是 ， 一 七阶正定阵

，
艺��是 。 一 ，

阶正定阵
�

定理 � 对于���模型���
，

在条件�幻下
，

回归系数风的���甩为

仄� 。‘ 一
立

，·

��
，，�群���

一 ，��只
。 ，�一

党砖�
�，�群�

‘�
一 ，�二几�

，， ‘ � ，，… ，。 ，

����
它�七�� 忿��一��

其中 。‘ � �群凡犷
’
群， 是风的��估计

，

�心孟认
，… ，�

��
” �� ��

���衬��
‘�

，

�心孰
，… ，，

借二矛，�
�

�名
��￡封����

，

这里人
‘�表示矩阵�中含有 。 汀�即与艺的第�行对应�的那一行�下同�

�

、�声
︸、��产月了��

右
几���

护�诊、
了
、

八 �扭

庆 二 �‘ 一 艺
������

人 �

风 � 如一 艺
盆二七��

径了
���群���

一 ’
群，�，

径了
�，���凡�

一 ’
群， ，

儿� �
，… ，

凡

吕 � �
，… ，�了�，

其中�
，

否溉
，

证明

当�二

…
，，

淤，�� �����封��
‘�

，

����君孰
，… ，

砖分
，，�� �艺

�，“封�“ �
�

由于在条件���之下引理 �的结论���成立
，

故下面总假定条件���和�句都成立
�

�
，… ，

�时
，

反由����式表示
，

显然它是 ，二 �绒
，… ，

式
‘

�’的线性函数
，

期望值为

��助
� 风 一

立
，
公
’
��群���

一 ‘
川‘ 兀几 �

它�七��
党犷

，
������

一 ’
���凡瓜���

二���

由条件���
，

���可知
，

当�� �� �
，… ，�

时
，

��凡 � 几只�。 � �，，�
���� � ��当�� ， � �

， ·

时�’���二 ��只�� � 几�，。
��二 �

�

故有 ��反�� 庆
，

反是从的无偏估计
�

又对于 �二 �
，
二

由����式易算得

��
，
���

，

���丛 二。 ，
���二�

一 ，
群巧 一

立
。 �，，
公
” �习一

，
群只

。
丛

忿二七��

一

党
，。，
心

�，�群�
‘�
一 ’
习�’�巧

·

二 ，打东

一 �才蕊�

����
寸二 ���

由条件���
，

���可知
，

当�三�三 去时
，

�� � �� 二 ��
，

即有 群传 二 �荟�� 二 �
，

且这时��
。
价 二

只
，‘
�� � �，，�

��一 ���� �
，

��凡

����庆
，
外�价 � �

�

当�� �

二 月氏��

三 �

二 ���� 二 ����一 ���二 �
�

于是由����可知
，

当 �三�三 �时
，

三 。
时

，

价 � ��
，

��价 � �
，

而 ��丛 � ���� 二 群���� 二

月�几 � 几
�

��� 二 群只
。
怕

�

这时����化为

��
，
�庆

，
功�价 二

，‘，�川凡�
一 ，��氏丛 一

丈
。 。，，

·

��” ����
‘�
一 ，
侧只

，�

价
忿二���

��‘�一 立
。 �，，荟�” ����价�

一 ，二�。
，�

巧
�

君�含��

由于

立
，�，，·

��”
� ��

���甜��
‘���

����，�
� ��

��
��‘，�� 。 �，，

���七��

这里人们表示矩阵�的��
，

��元素
�

因此可知
，

当�� �三�三
、
时

，

也有����反
，

州凡 � �
�

类似地

可以证明
，

当
， 十 �三�三 。 时

，

��
，
�仄

，
功�丛 二 �

�

因此根据引理�
，

对于 ，二 �
，…

， 。 ，

由����式表

示的仄是风的 �����
�



当 、 二 �� �，… ，，
时

，

反由����式表示
�

则有

〔
���

� 风 一

艺犷
，�群���

一 ，
川八

，

心二���

由于这时总有 只 � �， ，

而当 ‘ 二 ，��
，… ， 。 ‘

时
，

�� � 凡
‘ ，

群�
。 � 习�，�，

。
�� 二 �

，

即以反�二 庆
，

反
是从的线性无偏估计

�

又由����式得

�。 ，�反
，、 �肠 �

�
·‘，�
艺

，�，�
�矛
�，
��
���

‘广 ’
群丛 ����

������

由于 几 � ��
，

当 �三�三七时
，

玛 二 ��
，

群灼 � 川�，��� ��几�� 一 ���二 �
�

当充� �三�三
�
时

，

传 二 �， ，

群丛 二
�

群���� � �
�

故当 �三�三
。
时

，
����仄

，
从�丛 � �

�

当
， � �‘ �� ，，‘时

，

由于

，� ， 。 � 、

艺
�

。 ，心厂
‘ ，� ��

��艺心��
‘��艺��片，��

二�十�

�名
��￡王罗￡

��
��‘，�� 叭�

，

因此由����可知也有����反
，
巧�灼 � �

�

于是由引理�可知
，

对 �� 。 � �
，… ，， ，

由����式表示的

反是���的�����
�

由于����式与����完全类似
，

因此同理可以证明
，

当 、 二 、 � �
，…

， ，，，
时

，

由����

式表示的反是风的����
�

证毕
�

设反是庆的两步����
��估计

，

则由定理 �可知
，

在条件 ���下
，

仄可以由����一����式中用艺

的估计�代替￡而得到
�

在下面定理中
，

我们用砖夕，表示心扩
“ ，的非限定估计

，

即

�
，

苍孟认
，… ，

砖�” �
� ����时��‘�

，

�
，

��孰
，…

， ，·

�二矛，�
� ��

��

碳��‘，

�
�

�君���
，… ，�

�了
，，�� �，�’��

耐��‘�
，

�衫粼
，… ，，·

����，�
� �决�

碳��‘�

定理� 在�、��模型���中
，

设 。 ‘ ，… ，。 ，，、

的联合分布为正态
，

反是由����一����式中用非限定

估计��’ 代替￡后得到的两步估计
�

则当渭�，。 � �
，

鳄�
，
二 。 ��二 �� �

，

… ， ‘ ，

�二
“ ��，�一 。 �

成立时
，

我们有

庆
，
�� �

，… ，�，‘

三� 时
，

����从�� �
��
��

‘

一

��
����“ 艺����“ �一

百旱而
歹�艺

��一��
“ �

�‘
�‘�‘，一 ’�‘只，�

�“群�‘，一 ’
��，�

一

�‘
￡��￡毅�

��，�“ �二丫淤
�而�艺

��召，�“ �」‘�‘从，一 ’
习几�� ‘���价，一 ’

�
�

当 �� �三 ‘三 ‘
时

�。 ，
�反�� �

。 ，
�。‘�一 ��

��������
��
��“ �一 ，�共共一一����

�

�
��“ ���习从�

一 ’

� 了‘ 一 了
�

一 、了，‘ 一 万 卞 �� �

����

�� 当
� � �三 ‘ � �，�

时

�。 ，�仄�� �
。 ，
�。‘�一 ���

���封�
���〔“ �一 �

一竺共生去下�
�”

�

�
�。“ ���

��二�
一 ，

����
�‘ 一 � 一 叹万 一 ‘ 宁 ��

�
���

�



在����一����式中
，

�����‘�� 。 “ �无��
‘
�
一 ‘ ，

�、‘
�

�� �“ 一 艺‘，￡乃
，艺，‘ ，

��“ �表示矩阵�的与 。 、‘

对应的对角元素
�

例如
，

对
， 十 �丛 �三 川

，

当�� 。 � �时
，

人
�‘�是 �的第一个对角元素

，

当�� 川

时
，

人
“ �是 �的最后一个对角元素

�

其它类似
�

证明 由句 的定义����和月斤 � ��乃万 � �可知
，
万 � ����

，
�与所有的粼巧

，

习已。 �皆独

立
·

据此独立性可知
，
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