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摘 要

本文研究了两两NQD序列线性形式的强稳定性, 得到了不同分布两两NQD序列具有线性形式强

稳定性的充分条件.
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§1. 引 言

称随机变量X和Y是NQD (Negatively Quadrant Dependend)的, 若对任意x, y ∈ R都

有

P(X < x, Y < y) ≤ P(X < x)P(Y < y).

称随机变量序列{Xn, n ≥ 1}是两两NQD序列, 若对任意i 6= j, Xi与Xj是NQD的.

两两NQD序列的概念是由著名统计学家Lehmann在1966年提出来的[1], 由定义可以看

出, 两两NQD序列是一类相当广泛的随机变量序列, 通常的独立随机变量序列可以认为是

两两NQD序列的相当特殊的情形, 因此对两两NQD序列的研究就显得更为困难. Matula对

同分布两两NQD序列部分和获得了与独立情形一样的Kolmogorov型强大数律[2]. 吴群英

对同分布两两NQD序列部分和获得了与独立情形一样Baum和Katz型完全收敛定理[3]. 对

不同分布两两NQD序列的结果不太多, 文献[4]研究了不同分布两两NQD序列的收敛性, 获

得了与独立情形一样的大数定律和完全收敛定理. 本文主要研究两两NQD序列线性形式

的强稳定性, 得到了不同分布两两NQD序列具有线性形式强稳定性的充分条件. 这种研究

不仅仅是受到大数定律研究的推动, 而且在考虑线性模型最小二乘估计的相容性时就要

讨论线性形式的强稳定性, 因此对线性形式的强稳定性的研究无疑是非常重要的. 本文约

定: 文中出现的C总表示正常数, 它在不同的地方可以代表不同的值. 集合A的示性函数记

为IA.
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§2. 主要结果及证明

称随机变量序列{Xn, n ≥ 1}是强稳定的, 若存在两个常数列{an, n ≥ 1}和{bn, n ≥ 1},
an ↑ ∞ (n → ∞), 有a−1

n Xn − bn → 0 a.s.. 称随机变量序列{Xn, n ≥ 1}是尾概率一致
有界的, 若存在非负的随机变量X及正常数C, 使对任意的x及n ≥ 1, 都有P(|Xn| > x) ≤
CP(X > x)成立, 此时记为{Xn} < X.

引理 2.1[1] 设随机变量X和Y是NQD的, 则

(i) EXY ≤ EXEY ;

(ii) 对任意x, y ∈ R都有: P(X > x, Y > y) ≤ P(X > x)(Y > y);

(iii) 如f, g同为非降(或非增)函数, 则f(X)与g(Y )仍为NQD的.

定理 2.1 设{Xn, n ≥ 1}是随机变量序列, {an, n ≥ 1}是正实数列且an ↑ ∞ (n →
∞), 若其满足下列条件:

(i) E(X±
i X±

j ) ≤ EX±
i EX±

j (i 6= j, i, j = 1, 2, · · · );
(ii) sup

n≥1
a−1

n

n∑
i=1

E|Xi| < ∞;

(iii)
∞∑

n=1
Var (Xn)/a2

n < ∞,

则强大数定律a−1
n

n∑
i=1

(Xi − EXi) → 0 a.s.成立.

证明: 记Yn = X+
n + EX−

n , Zn = X−
n + EX+

n (n ≥ 1), 则{Yn, n ≥ 1}, {Zn, n ≥ 1}是
非负随机变量序列. 注意到

E(YiYj) = E(X+
i X+

j ) + EX+
i EX−

j + EX−
i EX+

j + EX−
i EX−

j ,

EYiEYj = EX+
i EX+

j + EX+
i EX−

j + EX−
i EX+

j + EX−
i EX−

j ;

E(ZiZj) = E(X−
i X−

j ) + EX−
i EX+

j + EX+
i EX−

j + EX+
i EX+

j ,

EZiEZj = EX−
i EX−

j + EX−
i EX+

j + EX+
i EX−

j + EX+
i EX+

j .

由(i)可以得到

E(YiYj) ≤ EYiEYj , E(ZiZj) ≤ EZiEZj (i 6= j, i, j = 1, 2, · · · ). (2.1)

因为Xn−EXn = Yn−Zn, a−1
n

n∑
i=1

EYi−a−1
n

n∑
i=1

EZi = a−1
n

n∑
i=1

E(Xi−EXi) = 0 (n ≥ 1),为证

a−1
n

n∑
i=1

(Xi−EXi) → 0 a.s.成立,只需证明a−1
n

n∑
i=1

(Yi−EYi) → 0 a.s.和a−1
n

n∑
i=1

(Zi−EZi) →
0 a.s.即可.

由于Var (Xn) = Var (X+
n )−2(E(X+

n X−
n )−EX+

n EX−
n )+Var (X−

n ) = Var (X+
n )+2EX+

n

·EX−
n + Var (X−

n ), 从而Var (Yn) = Var (X+
n ) ≤ Var (Xn)且EYn = E|Xn| (n ≥ 1), 由(ii)有

sup
n≥1

a−1
n

n∑
i=1

EYi ≤ sup
n≥1

a−1
n

n∑
i=1

E|Xi| < ∞. (2.2)
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由(2.1)有

Var
( n∑

i=1
Yi

)
≤

n∑
i=1

Var (Yi) ≤
n∑

i=1
Var (Xi),

令ρij =





Var (Xi), i = j;

0, i 6= j,
则有

Var
( n∑

i=1
Yi

)
≤

n∑
i=1

Var (Xi) =
n∑

i=1

n∑
j=1

ρij , (2.3)

又由(iii)有
∞∑
i=1

∞∑
j=1

ρij/(ai∨j)2 =
∞∑

n=1
Var (Xn)/a2

n < ∞, (2.4)

由(2.2), (2.3), (2.4)及文献[5]知a−1
n

n∑
i=1

(Yi − EYi) → 0 a.s.. 同理可证a−1
n

n∑
i=1

(Zi − EZi) →
0 a.s.. ¤

定理2.1是一类两两负相依随机变量序列的Kolmogorov型强大数定律. 特别当an = n,

{Xn, n ≥ 1}是两两独立随机变量序列时, 定理2.1就是文献[6]的定理1. 作为定理2.1的应用,

下面讨论两两NQD序列的强大数定律.

推论 2.1 设{Xn, n ≥ 1}是两两NQD序列, {an, n ≥ 1}是正实数列且an ↑ ∞ (n →
∞), 若其满足下列条件:

(i)
∞∑
i=1

a−2
i EX2

i I{|Xi|≤ai} < ∞;

(ii)
∞∑
i=1

P(|Xi| > ai) < ∞;

(iii) a−1
n

n∑
i=1

EXiI{|Xi|>ai} −→ 0 (n →∞);

(iv) sup
n≥1

a−1
n

n∑
i=1

E|Xi|I{|Xi|≤ai} < ∞,

则强大数定律a−1
n

n∑
i=1

(Xi − EXi) → 0 a.s.成立.

证明: 对任意的n ≥ 1,记Yn = −anI{Xn<−an}+XnI{|Xn|≤an}+anI{Xn>an}. 由(ii)知

∞∑
n=1

P(Xn 6= Yn) =
∞∑

n=1
P(|Xn| > an) < ∞,

由Borel-Cantelli引理及条件(iii), 为证a−1
n

n∑
n=1

(Xi − EXi) → 0 a.s., 只须证明

a−1
n

n∑
n=1

(Yi − EYi) → 0 a.s. (2.5)

即可.
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注意到{Yn, n ≥ 1}是两两NQD序列, 从而{Y ±
n , n ≥ 1}也是两两NQD序列, 由引理

2.1的(i)知{Yn, n ≥ 1}满足定理2.1的(i), 又由条件(i)、(iv)易知{Yn, n ≥ 1}满足定理2.1

的(ii)、(iii), 从而(2.5)成立, 推论2.1证毕. ¤

推论 2.2 设{Xn, n ≥ 1}是两两NQD序列, {an, n ≥ 1}是正实数列且an ↑ ∞ (n →
∞). 若其满足下列条件:

(i)
∞∑
i=1

E
( |Xi|p

ai|Xi|p−1 + ap
i

)
< ∞, 1 ≤ p ≤ 2;

(ii) sup
n≥1

a−1
n

n∑
i=1

E|Xi| < ∞,

则强大数定律a−1
n

n∑
i=1

(Xi − EXi) → 0 a.s.成立.

证明: 由推论2.1知, 要证a−1
n

n∑
i=1

(Xi − EXi) → 0 a.s.成立, 只需验证{Xn, n ≥ 1}是
满足推论2.1的条件, 下面分别验之.

在条件(i)下有

∞∑
i=1

E
( |Xi|2

a2
i

I{|Xi|<ai}
)
≤

∞∑
i=1

E
( |Xi|p

ap
i

I{|Xi|<ai}
)

≤
∞∑
i=1

E
( |Xi|

ai
· 2|Xi|p−1

ap−1
i + |Xi|p−1

)
I{|Xi|<ai} ≤ 2

∞∑
i=1

E
( |Xi|p

ap
i + ai|Xi|p−1

)
< ∞; (2.6)

对p ≥ 1, 若|Xi| ≥ ai > 0, 则2|Xi|p/(ap
i + ai|Xi|p−1) ≥ 1, 因此有

∞∑
i=1

P(|Xi| ≥ ai) =
∞∑
i=1

EI{|Xi|≥ai} ≤ 2
∞∑
i=1

E
( |Xi|p

ap
i + ai|Xi|p−1

)
< ∞; (2.7)

∞∑
i=1

E
(Xi

ai
I{|Xi|>ai}

)
≤

∞∑
i=1

E
( |Xi|

ai
I{|Xi|>ai}

)

≤
∞∑
i=1

E
( |Xi|

ai
· 2|Xi|p−1

ap−1
i + |Xi|p−1

)
I{|Xi|>ai} ≤ 2

∞∑
i=1

E
( |Xi|p

ap
i + ai|Xi|p−1

)
< ∞, (2.8)

由(2.8)式及Kronecker引理知

1
an

n∑
i=1

EXiI{|Xi|>ai} → 0. (2.9)

综上(2.6)、(2.7)、(2.9)式可知推论2.1中条件成立,故a−1
n

n∑
i=1

(Xi−EXi)→0 a.s.成立. ¤

推论 2.3 设{Xn, n ≥ 1}是两两NQD序列, {an, n ≥ 1}是正实数列且an ↑ ∞ (n →
∞). 若

∞∑
i=1

E
(∣∣∣Xi

ai

∣∣∣
p)

< ∞, 1 ≤ p ≤ 2, sup
n≥1

a−1
n

n∑
i=1

E|Xi| < ∞,

则大数定律a−1
n

n∑
i=1

(Xi − EXi) → 0 a.s.成立.
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证明: 由于
∞∑
i=1

E
( |Xi|p

ai|Xi|p−1 + ap
i

)
≤

∞∑
i=1

E
(∣∣∣Xi

ai

∣∣∣
p)

< ∞,

由推论2.2知推论2.3成立. ¤

若X与Y是NQD的, 则必有E(X±Y ±) ≤ EX±EY ±. 反之未必成立, 反例如下: 设离散

型随机变量(X, Y )的分布列为: P(X = 0, Y = 0) = P(X = 1, Y = 8/9) = 0, P(X = 1, Y =

0) = P(X = 0, Y = 1) = 1/9, P(X = 0, Y = 8/9) = 5/9, P(X = 1, Y = 1) = 2/9, 则有

E(X±Y ±) ≤ EX±EY ±, 但是P(X < 1, Y < 1) > P(X < 1)P(Y < 1), 由此可见X与Y满足

定理2.1的条件(i), 但X与Y不是NQD的. Jamison[8]等(1965)讨论了独立同分布随机变量序

列的线性形式的强稳定性, 下面我们讨论两两NQD序列线性形式的强稳定性.

引理 2.2 设{an, n ≥ 1}和{bn, n ≥ 1}是任意的两个正实数列, cn = bn/an, bn ↑ ∞,

{cn, n ≥ 1}严格单增, {Xn, n ≥ 1}为零均值的随机变量序列且{Xn} < X, 对任意的x > 0,

定义N(x) = Card{n : cn ≤ x}, 若X满足:

(i) EN(X) < ∞;

(ii)
∫ ∞

1
EN(X/s)ds < ∞.

记Yn = −cnI{Xn<−cn} + XnI{|Xn|≤cn} + cnI{Xn>cn}, 则b−1
n

n∑
i=1

aiEYi → 0 (n →∞).

证明:

∞∑
n=1

an|EYn|
bn

≤
∞∑

n=1

an|EXnI{|Xn|≤cn}|
bn

+
∞∑

n=1

an|EcnI{|Xn|>cn}|
bn

=
∞∑

n=1

|EXnI{|Xn|>cn}|
cn

+
∞∑

n=1

cnP(|Xn| > cn)
cn

≤
∞∑

n=1

|EXn|I{|Xn|>cn}
cn

+
∞∑

n=1
P(|Xn| > cn)

≤
∞∑

n=1
c−1
n

(
cnP(|Xn| > cn) +

∫ ∞

cn

P(|Xn| > t)dt
)

+
∞∑

n=1
P(|Xn| > cn)

≤
∞∑

n=1

∫ ∞

1
P(|Xn| > t cn)dt + 2

∞∑
n=1

P(X > cn)

≤
∞∑

n=1

∫ ∞

1
P(X > t cn)dt + 2

∞∑
n=1

P(X > cn).

由于N(x)对x非降, {cn, n ≥ 1}严格单增, 故有

{X > cn} ⊂ {N(X) > N(cn)} = {N(X) > n− 1},

从而有
∞∑

n=1
P(X > cn) ≤

∞∑
n=1

P(N(X) > n− 1) ≤ 1 + EN(X) < ∞.
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同理有 {X

t
> cn

}
⊂

{
N

(X

t

)
> n− 1

}
,

故

∞∑
n=1

∫ ∞

1
P(X > tcn)dt ≤

∫ ∞

1

∞∑
n=1

P
(
N

(X

t

)
> n− 1

)
dt ≤ 1 +

∫ ∞

1
EN

(X

t

)
dt < ∞,

因此有
∞∑

n=1

an|EYn|
bn

< ∞,

由Kronecker引理知引理2.2的结论成立. ¤

定理 2.2 设{an, n ≥ 1}和{bn, n ≥ 1}是任意的两个正实数列, cn = bn/an, bn ↑ ∞,

{cn, n ≥ 1}严格单增, {Xn, n ≥ 1}为零均值的两两NQD序列且{Xn} < X, 对任意的x > 0,

定义N(x) = Card{n : cn ≤ x}, 若X满足:

(i) EN(X) < ∞;

(ii)
∫ ∞

1
EN(X/s)ds < ∞;

(iii) max
1≤j≤n

cp
j

∞∑
j=n

c−p
j = O(n), 其中1 ≤ p ≤ 2;

(iv) sup
n≥1

b−1
n

n∑
i=1

aiE|Xi| < ∞,

则b−1
n

n∑
i=1

aiXi → 0 a.s.成立.

证明: 对任意的n ≥ 1, 记

Yn = −cnI{Xn<−cn} + XnI{|Xn|≤cn} + cnI{Xn>cn}, Sn =
n∑

i=1
aiXi, Tn =

n∑
i=1

aiYi,

则

∞∑
n=1

P(Xn 6= Yn) =
∞∑

n=1
P(|Xn| > cn) ≤ C

∞∑
n=1

P(X > cn) ≤ C(1 + EN(X)) < ∞,

由Borel-Cantelli引理, 为证定理2.2的结论, 只须证明b−1
n

n∑
i=1

aiYi → 0 a.s.即可. 由于

b−1
n

n∑
i=1

aiYi = b−1
n

n∑
i=1

ai(Yi − EYi) + b−1
n

n∑
i=1

aiEYi,

由条件(i), (ii)及引理2.2知

b−1
n

n∑
i=1

aiEYi → 0 a.s..

往证

b−1
n

n∑
i=1

ai(Yi − EYi) → 0 a.s.,
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注意到{an(Yn − EYn), n ≥ 1}是两两NQD序列且

∞∑
n=1

E|an(Yn − EYn)|p
bp
n

≤ C
∞∑

n=1
c−p
n E|Xn|pI{|Xn|≤cn} + C

∞∑
n=1

c−p
n cp

nP(|Xn| > cn)

≤ C
∞∑

n=1
c−p
n

(
cp
nP(X > cn) + EXpI{X≤cn}

)
+ C

∞∑
n=1

P(X > cn)

≤ C
∞∑

n=1
c−p
n EXpI{X≤cn} + C(1 + EN(X)). (2.10)

记d0 = 0, dn = max
1≤j≤n

cj , 则

∞∑
n=1

c−p
n EXpI{X≤cn} ≤

∞∑
n=1

c−p
n EXpI{X≤dn}

=
∞∑

n=1

n∑
j=1

c−p
n EXpI{dj−1<X≤dj} =

∞∑
j=1

EXpI{dj−1<X≤dj}
∞∑

n=j
c−p
n

≤
∞∑

j=1
P(dj−1 < X ≤ dj)d

p
j

∞∑
n=j

c−p
n ≤ C

∞∑
j=1

jP(dj−1 < X ≤ dj)

= C
∞∑

j=1

j∑
n=1

P(dj−1 < X ≤ dj) ≤ C
∞∑

n=1

∞∑
j=n

P(dj−1 < X ≤ dj)

= C
∞∑

n=1
P(X > dn−1) ≤ C

( ∞∑
n=1

P(X > cn) + 1
)

< ∞. (2.11)

由(2.10)及(2.11)式知
∞∑

n=1

E|an(Yn − EYn)|p
bp
n

< ∞.

由条件(iv)及推论2.3知b−1
n

n∑
i=1

ai(Yi − EYi) → 0 a.s.成立, 至此定理2.2证毕. ¤

说明 1 若定理2.2中的条件(iv)减弱为: sup
n≥1

b−1
n

n∑
i=1

aiE|Xi|I{|Xi|≤ci} < ∞, 则定理2.2

的结论仍然成立.

说明 2 定理2.2中的条件(iv)换成: sup
n≥1

b−1
n

n∑
i=1

ai < ∞且X可积, 则定理2.2的结论仍

然成立. 事实上

sup
n≥1

b−1
n

n∑
i=1

aiE|Xi| = sup
n≥1

b−1
n

n∑
i=1

ai

∫ ∞

0
P(|Xi| > x)dx

≤ C sup
n≥1

b−1
n

n∑
i=1

ai

∫ ∞

0
P(X > x)dx = CEX sup

n≥1
b−1
n

n∑
i=1

ai < ∞.

定理 2.3 设{an, n ≥ 1}和{bn, n ≥ 1}是任意的两个正实数列, cn = bn/an, bn ↑ ∞,

{cn, n ≥ 1}严格单增, {Xn, n ≥ 1}为两两NQD序列且{Xn} < X, 对任意的x > 0, 定

义N(x) = Card{n : cn ≤ x}, 若X满足:
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(i) EN(X) < ∞;

(ii)
∫ ∞

0
tp−1P(X > t)

∫ ∞

t
N(y)/yp+1dydt < ∞, 其中1 ≤ p ≤ 2;

(iii) sup
n≥1

b−1
n

n∑
i=1

aiE|Xi| < ∞,

则存在数列{dn, n ≥ 1}, 使得b−1
n

n∑
i=1

aiXi − dn → 0 a.s.成立.

证明: 对任意的n ≥ 1, Yn, Sn, Tn的记号同定理2.2. 由于

∞∑
n=1

P(Xn 6= Yn) =
∞∑

n=1
P(|Xn| ≥ cn) < ∞,

由Borel-Cantelli引理,对数列{dn, n≥1},为证b−1
n

n∑
i=1

aiXi−dn→0 a.s.,只须证b−1
n

n∑
i=1

aiYi−

dn → 0 a.s.即可. 如果能证明b−1
n

n∑
i=1

ai(Yi − EYi) → 0 a.s., 则取dn = b−1
n

n∑
i=1

aiEYi.

由于{an(Yn − EYn), n ≥ 1}是两两NQD序列且

∞∑
n=1

E|an(Yn − EYn)|p
bp
n

≤ C
∞∑

n=1
c−p
n E|Yn|p

≤ C
∞∑

n=1
pc−p

n

∫ ∞

0
tp−1P(|Xn| > t)dt + C

∞∑
n=1

c−p
n cp

nP(|Xn| > cn)

≤ Cp

∫ ∞

0
tp−1P(X > t)

∑
{n:cn>t}

c−p
n dt + C(1 + EN(X))

≤ Cp2

∫ ∞

0
tp−1P(X > t)

∫ ∞

t
N(y)/yp+1dydt + C(1 + EN(X)).

上式最后一个不等式成立基于下列事实:

∑
{n:cn>t}

c−p
n = lim

s→∞
∑

{n:t<cn<s}
c−p
n = lim

s→∞

∫ s

t
y−pdN(y)

= lim
s→∞

(
s−pN(s)− t−pN(t) + p

∫

t<y≤s
N(y)/yp+1dy

)
;

s−pN(s) ≤ p

∫ ∞

s
N(y)/yp+1dy → 0 (s →∞).

由条件(i), (ii)有
∞∑

n=1

E|an(Yn − EYn)|p
bp
n

< ∞.

又由条件(iii)及推论2.3知b−1
n

n∑
i=1

ai(Yi − EYi) → 0 a.s.成立. ¤
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Strong Stability of Linear Forms with Pairwise

NQD Random Sequences
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In this paper, we discuss strong stability of linear forms in pairwise NQD random sequences and get

sufficient conditions for strong stability of linear forms with different distributions pairwise NQD random

sequences.
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