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摘 要

本文主要讨论了多重混料系统上Scheffé模型的最优设计问题. 在本文中, 提出并证明了一个基于

单纯形和正定二次型的不等式, 并应用这个不等式解决了多重混料系统上多项式模型的D-最优和A-最

优设计的结构问题, 找到了一个构造最优设计的新方法.
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§1. 引 言

最优试验设计是近几十年发展起来的一门新学科. 上世纪五十年代末期, Scheffé提出
了单纯形上Scheffé多项式模型, 并给出了相应的单纯形格子设计[1]. Kifer和Wolfowitz等
人将离散化的试验设计的概念推广到连续设计, 提出了一系列最优设计准则 (如D-最
优、A-最优和Iλ-最优等最优设计准则), 并证明了著名的最优设计等价定理[2], 为最优设计
理论的建立和发展奠定了基础.

Cornell (1986)[3], Crosier (1986)[4], Chen (1988)[5]等人又相继给出了某些特殊模型的
最优设计配置.

在混料试验中,当某些分量之间不存在“交互作用”时,其模型将出现相应的“塌落”[1]现

象, 由此引出了多重混料系统上的最优设计问题.
关颖男(2000)[6]提出了q分量n阶塌落多重线性多项式模型, 并给出了这个模型在某些

特殊情况下的D-最优设计配置.
本文对多重混料系统上的Scheffé模型, 给出并证明了一个不等式, 利用这个不等式, 解

决了多重混料系统上Scheffé模型的D-最优设计和A-最优设计的结构问题. 找到了一个在多
重混料系统上构造最优设计的新方法.

§2. 基本概念和基本术语

设y是随机变量, u是可控制向量变量, QT = (Q1, Q2, Q3, · · · , Qk)是待估参数向量,
τ是未知参数, 线性模型的一般形式为

E(y|u,Q, τ) =
k∑

i=1
Qifi(u) = fT (u)Q, (2.1)
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其中, E表示数学期望, fi(u)表示u的函数, fT (u) = (f1(u), f2(u), · · · , fk(u)).
对模型(2.1), 若使用变换χi = fi(u), i = 1, 2, · · · , k, 并令χ = {χT = (χ1, χ2, · · · , χk)|χi

= fi(u); i = 1, 2, · · · , k;u ∈ µ}, 则模型(2.1)变化为如下模型

E(y|χ,Q, τ) =
k∑

i=1
Qiχi = χT Q, (2.2)

其中χT = (χ1, χ2, · · · , χk), µ为设计空间, χ为导出空间.
设ε是定义在µ或χ上的概率测度, 对于模型(2.1), 称矩阵

M(ε) =
∫

u∈µ
f(u)fT (u)ε(u)du (2.3)

为设计ε关于模型(2.1)的信息矩阵.
在试验设计理论中, 人们定义了多种最优设计准则, 及这些优设计准则的判别方法[2].
试验设计中, 对于模型(2.1), 使信息矩阵M(ε)的逆的行列式值最小的试验设计称为模

型(2.1)的D-最优设计, 即满足下式的试验设计ε∗称为模型(2.1)的D-最优设计:

det(M−1(ε∗)) = min
ε∈µ

det(M−1(ε)). (2.4)

对于模型(2.1), 设计ε是D-最优设计的充分必要条件是: 对任意的u ∈ µ,

d(u) = fT (u)M−1(ε)f(u) ≤ k, (2.5)

其中, k是矩阵M−1(ε)的阶数.
对于模型(2.1), 使信息矩阵M(ε)的逆的迹值最小的试验设计称为模型(2.1)的A-最优

设计, 即满足下式的试验设计ε∗称为A-最优设计:

tr(M−1(ε∗)) = min
ε∈µ

tr(M−1(ε)). (2.6)

对于模型(2.1), 设计ε是模型(2.1)的A-最优设计的充分必要条件是: 对任意的u ∈ µ,

d(u) = fT (u)M−1(ε)M−1(ε)f(u) ≤ trM−1(ε), (2.7)

其中, tr(M−1(ε))是矩阵M−1(ε)的迹.
定义在q − 1维正规单纯形Sq−1上的试验称为混料回归试验, 对应的试验设计称为混料

试验设计[1], 其中

Sq−1 =
{

x|x = (x1, x2, · · · , xq),
k∑

i=0
xi = 1, xi ≥ 0, i = 1, 2, · · · , k

}
. (2.8)

在混料试验中, 若某些分量之间不存在任何形式的交互作用, 而只起一种“稀释”作
用[2], 则可按变量之间的这种关系对变量进行分类, 使得同类变量之间存在交互作用, 而不
同类之间的变量则不存在交互作用, 此时称Sq−1为多重混料系统. 而多重混料系统上的多
项式模型可相应地表示成多个多项式模型的和的形式.
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定义 2.1 多重混料系统是指这样一个单纯形Sq−1. 其分量被划分为m个类, 用
带双下标的变量xij表示, i表示变量xij所处的类, j表示变量xij在第i类变量中的位置,

i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , qi且q =
m∑

i=1
qi;再记XT

i = (xi1, xi1, · · · , xiqi),则单纯形Sq−1可

重新表示成如下形式单纯形:

Sq−1 =
{

X|XT = (XT
1 , XT

2 , · · · , XT
m),其中XT

i = {xi1, xi1, · · · , xiqi}, i = 1, 2, · · · ,m;
m∑

i=1

qi∑
j=1

xij = 1, xij ≥ 0, i = 1, 2, · · · ,m, j = 1, 2, · · · , qi

}
. (2.9)

亦可记为S m∑
i=1

qi−1
, 其中m为其重数, 把其中第i类分量构成的单纯形记为Sqi−1, 称为它的

第i个子系统.

设ηi = fT
i (Xi)βi是定义在Sqi−1上的线性模型, 则称(2.10)式为多重混料系统上的线性

回归模型.

η =
m∑

i=1
ηi =

m∑
i=1

fT
i (Xi)βi. (2.10)

定义 2.2 设Sq−1为多重混料系统, 其重数为m, Sqi−1为其第i个子系统, 对任意
的Xi ∈ Sqi−1, 令XT

(i) = (0T
1 , · · · , 0T

i−1, X
T
i , 0T

i+1, · · · , 0T
m) ∈ Sq−1, 其中, 0j为qj阶零向

量(j = 1, 2, · · · , i− 1, i + 1, · · · ,m). 称X(i)为Xi在Sq−1中的映像.

定义 2.3 设Sq−1为一多重混料系统, 其重数为m, εi是其子系统Sqi−1上的一个连续

设计, 它在点Xi ∈ Sqi−1的测度为εi(Xi). 则称满足如下两个条件的Sq−1上连续设计ε为设

计ε1, ε2, · · · , εm的直和, 记为

ε =
m⊕

i=1
piεi. (2.11)

(1) p1, p2, · · · , pm为一组非负实数, 满足
m∑

i=1
pi = 1;

(2) ε在点Xi ∈ Sqi − 1的映像点X(i)的测度εi(X(i)) = piεi(Xi), 而在其它非映像点的测
度为0.

§3. 本文主要工作

定义 3.1 设向量XT = (x1, x2, · · · , xn), Y T = (y1, y2, · · · , ym), 若向量Y的元素构

成的有序序列是向量X的元素构成的有序序列的子序列, 则称向量Y是向量X的子向量.

定义 3.2 设向量XT = (x1, x2, · · · , xn), 则称具有如下形式的向量为向量X的正则

向量.

X
T = (x1, x2, · · · , xn, x1x2, x1x3, · · · , xn−1xn,

x1x2x3, x1x2x4, x1x2x5, · · · , xn−2xn−1xn, · · · , x1x2x3 · · ·xn). (3.1)
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例如: 向量(x1, x2, x3)的正则向量为(x1, x2, x3, x1x2, x1x3, x2x3, x1x2x3).

定义 3.3 设Sq−1是一个混料系统, 模型η = fT (X)β是Sq−1上的多项式模型, 其中
fT (X)是一关于X的多项式构成的k阶向量, β是k阶待估参数向量. 若f(X)是向量X的正

则向量, 则称η = fT (X)β为定义在Sq−1上的q阶Scheffé模型[2]. 若f(X)是向量X的正则向

量的子向量, 则称η = fT (X)β为定义在Sq−1上塌落的Scheffé模型[6].

本文不严格区分上述两种模型, 而将它们通称为Scheffé模型.

定义 3.4 设Sqi−1是多重混料系统Sq−1的子系统. 若ηi = fT
i (Xi)βi是Sqi−1上的Scheffé

模型, 则η =
m∑

i=1
ηi称为定义在多重混料系统Sq−1上的Scheffé模型.

显然, 多重混料系统上的Scheffé模型是一个特殊的Scheffé模型, 即塌落的Scheffé模型.

定理 3.1 Sq−1是一个重数为m的多重混料系统. Sqi−1为其第i个子系统, 设Mi(εi)
是Sqi−1上设计εi关于模型ηi = fT

i (Xi)βi的信息矩阵, 其中i = 1, 2, · · · ,m.

若设计ε为ε1, ε2, · · · , εm的直和, 且M(ε)是设计ε关于模型η =
m∑

i=1
ηi的信息矩阵, 则

M(ε) =




p1M1(εi)

p2M2(εi)
. . .

pmMm(εi)




, (3.2)

其中p1, p2, · · · , pm是一组非负实数, 满足
m∑

i=1
pi = 1.

证明: 由信息矩阵定义(2.3), 知Sqi−1上试验设计εi关于模型ηi = fT
i (Xi)βi的信息矩

阵为

Mi(εi) =
∫

Xi∈Sqi−1

fi(Xi)fT
i (Xi)εi(Xi)dXi; 其中 i = 1, 2, 3, · · · ,m.

对于任意X ∈ Sq−1, Sq−1是重数为m的多重混料系统, 由多重混料系统定义(定义2.1),
知X可以表示成XT = (XT

1 , XT
2 , · · · , XT

m)的形式. 其中XT
i = (xi1, xi2, · · · , xiqi); i = 1, 2,

· · · ,m. 所以,

M(ε) =
∫

X∈Sq−1

f(X)fT (X)ε(X)dX

=
∫

X∈Sq−1




f1(X1)

f2(X2)
...

fm(Xm)




[
fT
1 (X1) fT

2 (X2) · · · fT
m(Xm)

]
ε(X)dX.

对X ∈ Sq−1, 当X是子系统Sqi−1中某个点的映像时, X的各个分量中, 分量Xi ∈ Sqi−1,
而其余分量Xj = 0 (j 6= i). 此时, ε(X) = piεi(Xi). 否则, 当X不是Sq−1任何子系统中点的
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映像时, 由试验设计直和定义(定义2.3)知, ε(X) = 0. 所以,

M(ε) =
∫

X∈Sq−1




f1(X1)fT
1 (X1) f1(X1)fT

2 (X2) · · · f1(X1)fT
m(Xm)

f2(X2)fT
1 (X1) f2(X2)fT

2 (X2) · · · f2(X2)fT
m(Xm)

...
...

...
...

fm(Xm)fT
1 (X1) fm(Xm)fT

2 (X2) · · · fm(Xm)fT
m(Xm)




ε(X)dX

=
m∑

i=1




0

0

pi

∫

Xi∈Sq−1

fi(Xi)fT
i (Xi)εi(Xi)dXi

0

0




=




p1M1(ε1)

p2M2(ε2)
. . .

pmMm(εm)




.

定理得证. ¤

定理 3.2 设X1, X2是两个向量, 其中XT
1 = (x11, x12, · · · , x1q1), XT

2 = (x21, x22,
· · · , x2q2). 若向量f1(X1), f2(X2)分别是向量X1, X2的正则向量或正则向量的子向量, 它们
的阶数分别为k1和k2. M1和M2是两个阶数分别为k1和k2的实正定矩阵. 则下述两个命题
等价.

(1) 对于i = 1, 2; 若





qi∑
j=1

xij = 1;

xij ≥ 0; j = 1, 2, · · · , qi,

则fT
i (Xi)Mifi(Xi) ≤ 1.

(2) 若





2∑
i=1

qi∑
j=1

xij = 1;

xij ≥ 0; i = 1, 2; j = 1, 2, · · · , qi,

则
2∑

i=1
fT

i (Xi)Mifi(Xi) ≤ 1.

证明: 为方便定理证明, 定义如下公式. 对任意向量X1, X2, 记向量U =

[
X1

X2

]
, 再

记

D(U) =
2∑

i=1
fT

i (Xi)Mifi(Xi). (3.3)

首先, 设命题(1)成立, 现证明命题(2)亦成立. 假设命题(2)中的条件成立, 即

2∑
i=1

qi∑
j=1

xij = 1, xij ≥ 0, i = 1, 2, j = 1, 2, · · · , qi. (3.4)
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若命题(2)中的两个向量X1和X2中有一个向量是零向量, 如X2 = 0, 则由(3.4)可得X1

满足
q1∑

j=1
x1j = 1, x1j ≥ 0, 即命题(1)中的条件. 所以有fT

1 (X1)M1f1(X1) ≤ 1成立, 且

f2(X2) = 0. 所以, D(U) =
2∑

i=1
fT

i (Xi)Mifi(Xi) = fT
1 (X1)M1f1(X1) ≤ 1, 即命题(2)成立.

若X1, X2两个向量均不是零向量, 令U0 =

[
X1

X2

]
, 此时X1, X2中均有非零分量. 不妨

再设x1i, x2j分别为X1, X2的两个非零分量, 且x1i + x2j = R. 显然0 < R ≤ 1, 即x1i, x2j满

足下列条件: 



x1i + x2j = R (R > 0),

x1i > 0且 x2j > 0.
(3.5)

由正则向量的定义3.2知此时向量f1(X1), f2(X2)的各个分量均可以分别表示成x1i和x2j的

一元一次多项式的形式.

又由于M1, M2是两个实正定矩阵, 所以, D(U0)可以表示成下列形式:

D(U0) =
2∑

i=1
fT

i (Xi)Mifi(Xi)

= fT
1 (X1)M1f

T
1 (X1) + fT

2 (X2)M2f2(X2)

=
k1∑

s=1
(as1x1i + bs1)2 +

k2∑
s=1

(as2x2j + bs2)2

= A1x
2
1i + B1x1i + C1 + A2x

2
2j + B2x2j + C2, (3.6)

其中, as1, bs1, as2, bs2, A1, B1, C1, A2, B2, C2均为与x1i和x2j无关的常量, 且

A1 =
k1∑

s=1
a2

s1 ≥ 0, A2 =
k2∑

s=1
a2

s2 ≥ 0.

再由条件(3.5), 将x2j = R− x1i代入(3.6), 可得

D(U0) = A1x
2
1i + B1x1i + C1 + A2(R− x1i)2 + B2(R− x1i) + C2,

其中0 < x1i < R.

令F (x1i) = A1x
2
1i + B1x1i + C1 + A2(R− x1i)2 + B2(R− x1i) + C2, 显然

F ′′(x1i) =
∂2D(U0)

∂x2
1i

= 2(A1 + A2) ≥ 0.

所以, F (x1i)是关于x1i在区间[0, R]上的非凹函数, 所以有F (x1i) ≤ max(F (0), F (R)).

若F (0) > F (R), 则令

UT
1 = (x11, · · · , x1i−1, 0, x1i+1, · · · , x1s1 , x21, · · · , x2j−1, R, x2j+1, · · · , x2s2),
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否则令

UT
1 = (x11, · · · , x1i−1, R, x1i+1, · · · , x1s1 , x21, · · · , x2j−1, 0, x2j+1, · · · , x2s2).

此时, 在上述两种情况下均有D(U1) = max(F (0), F (R)), 所以D(U0) ≤ D(U1).
显然, U1仍然满足命题(2)条件约束, 且其中零分量个数比U0的零分量个数恰好多一个.

若U1的两个向量X1, X2中有一个向量等于0, 则定理得证.
否则, 重复上述过程可得一系列向量U0, U1, U2, · · · , Un, · · · , 使得下列不等式成立.

D(U0) ≤ D(U1) ≤ D(U2) ≤ · · · ≤ D(Un) ≤ · · · ,

其中每一个Ui均满足命题(2)条件约束, 且Ui+1中零分量个数比Ui的零分量个数恰好多一

个. 此时, 不妨令

Ui =

[
X

(i)
1

X
(i)
2

]
.

由于U0的分量个数有限, 所以, 必存在一个正整数N , 使得构成UN的两个向量X
(N)
1

和X
(N)
2 中恰好有一个向量的所有分量均等于0. 即有D(UN ) ≤ 1. 所以有

D(U0) ≤ D(U1) ≤ D(U2) ≤ · · · ≤ D(UN ) ≤ 1.

又由U0的任意性, 所以命题(2)成立.
反之, 若命题(2)成立, 则命题(1)显然成立. ¤
由定理3.2, 显然可以推出如下推论.

推论 3.1 设X1, X2, · · · , Xm是一组向量, 其中XT
i = (xi1, xi1, · · · , xiqi), fi(Xi)是Xi

的正则向量的ki阶子向量, Mi是ki阶实正定矩阵, i = 1, 2, · · · ,m. 则下述两个命题等价.

(1)若





qi∑
j=1

xij = 1;

xij ≥ 0; j = 1, 2, · · · , qi,

则fT
i (Xi)Mifi(Xi) ≤ 1,对于i = 1, 2, · · · ,m均成立.

(2) 若





m∑
i=1

qi∑
j=1

xij = 1,

xij ≥ 0; i = 1, 2, · · · ,m; j = 1, 2, · · · , qi,

则
m∑

i=1
fT

i (Xi)Mifi(Xi) ≤ 1成立.

定理 3.3 设η =
m∑

i=1
ηi是定义在重数为m的多重混料系统Sq−1上的Scheffé模型. 其

中, ηi = fT
i (Xi)βi是Sq−1的子系统Sqi−1上的Scheffé模型. 若设计εi是模型ηi = fT

i (Xi)βi的

D-最优设计(i = 1, 2, · · · ,m), 则

ε =
1

m∑
j=1

kj

m⊕
i=1

kiεi (3.7)

是Sq−1上Scheffé模型η =
m∑

i=1
ηi的D-最优设计, 其中ki是向量fi(Xi)的阶数(i = 1, 2, · · · ,m).
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证明: 设εi是Sqi−1上ηi = fT
i (Xi)βi的D-最优设计(i = 1, 2, · · · ,m), 则由D-最优设计

的充分必要条件(2.5), 知di(Xi) = fT
i (Xi)M−1

i (εi)fi(Xi) ≤ ki. 所以

di(Xi)
ki

=
1
ki

fT
i (Xi)M−1

i (εi)fi(Xi) ≤ 1, (3.8)

其中, Xi ∈ Sqi−1; i = 1, 2, · · · ,m. 由(3.7)式和定理3.1, 可知

M(ε) =
1

m∑
j=1

kj




k1M1(ε1)

k2M2(ε2)
. . .

kmMm(εm)




.

所以,

M−1(ε) =
( m∑

j=1
kj

)




1
k1

M−1
1 (ε1)

1
k2

M−1
2 (ε2)

. . .
1

km
M−1

m (εm)




.

所以,

d(X) = fT (X)M−1(ε)f(X)

=
[

fT
1 (X1) fT

2 (X2) · · · fT
m(Xm)

] ( m∑
j=1

kj

)

·




1
k1

M−1
1 (ε1)

1
k2

M−1
2 (ε2)

. . .
1

km
M−1

m (εm)







f1(X1)

f2(X2)
...

fm(Xm)




=
( m∑

j=1
kj

) m∑
i=1

1
ki

fT
i (Xi)M−1

i (εi)fi(Xi).

所以,
d(X)
m∑

j=1
kj

=
m∑

i=1

1
ki

fT
i (Xi)M−1

i (εi)fi(Xi). (3.9)

由最优设计理论[2], 知Mi(εi)是正定矩阵. 所以, (1/ki) · M−1
i (εi)也是正定矩阵(i = 1, 2,

· · · ,m).
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所以, 综合(3.8), (3.9)和推论3.1, 可得

d(X) ≤
m∑

i=1
ki = k. (3.10)

所以由D-最优设计的充分必要条件(2.5), 得

ε =
1

m∑
j=1

kj

m⊕
i=1

kiεi

是Sq−1上Scheffé模型η =
m∑

i=1
ηi的D-最优设计. ¤

定理 3.4 设η =
m∑

i=1
ηi是定义在一个重数为m的多重混料系统Sq−1上的Scheffé模

型. 其中, ηi = fT
i (Xi)βi是Sq−1的子系统Sqi−1上的Scheffé模型. 若设计εi是模型ηi =

fT
i (Xi)βi的A-最优设计(i = 1, 2, · · · ,m), 则

ε =
1

m∑
j=1

[tr(M−1
j (εj))]1/2

m⊕
i=1

[tr(M−1
i (εi))]1/2εi (3.11)

是Sq−1上Scheffé模型η =
m∑

i=1
ηi的A-最优设计, 其中tr(M−1

i (εi))是矩阵M−1
i (εi)的迹(i =

1, 2, · · · ,m).

证明: 设εi是Sqi−1上ηi = fT
i (Xi)βi的A-最优设计(i = 1, 2, · · · ,m), 则由A-最优设计

的充分必要条件(2.7), 知

fT
i (Xi)M−1

i (εi)M−1
i (εi)fi(Xi) ≤ tr(M−1

i (εi)).

所以
1

tr(M−1
i (εi))

fT
i (Xi)M−1

i (εi)M−1
i (εi)fi(Xi) ≤ 1, (3.12)

其中, Xi ∈ Sqi−1; i = 1, 2, · · · ,m. 由(3.11)和定理3.1, 知

M(ε) =




[tr(M−1
1 (ε1))]1/2

( m∑
j=1

[tr(M−1
j (εj))]1/2

)M1(ε1)

[tr(M−1
2 (ε2))]1/2

( m∑
j=1

[tr(M−1
j (εj))]1/2

)M2(ε2)

. . .
[tr(M−1

m (εm))]1/2

( m∑
j=1

[tr(M−1
j (εj))]1/2

)Mm(εm)




. (3.13)
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所以,

M−1(ε) =




( m∑
j=1

[tr(M−1
j (εj))]1/2

)

[tr(M−1
1 (ε1))]1/2

M−1
1 (ε1)

( m∑
j=1

[tr(M−1
j (εj))]1/2

)

[tr(M−1
2 (ε2))]1/2

M−1
2 (ε2)

. . .( m∑
j=1

[tr(M−1
j (εj))]1/2

)

[tr(M−1
m (εm))]1/2

M−1
m (εm)




.

所以, 可得

tr(M−1(ε)) =
( m∑

j=1
[tr(M−1

j (εj))]1/2)
)( m∑

i=1

tr(M−1
i (εi))

[tr(M−1
i (εi))]1/2

)

=
( m∑

i=1
[tr(M−1

i (εi))]1/2
)2

. (3.14)

由A-最优设计的充分必要条件(2.7), 只要证明fT (X)M−1(ε)M−1(ε)f(X) ≤ tr(M−1(ε))即
可. 而

d(X) = fT (X)M−1(ε)M−1(ε)f(X)

=
[

fT
1 (X1) fT

2 (X2) · · · fT
m(Xm)

]

·




m∑
j=1

[tr(M−1
j (εj))]1/2

[tr(M−1
1 (ε1))]1/2

M−1
1 (ε1)

m∑
j=1

[tr(M−1
j (εj))]1/2

[tr(M−1
2 (ε2))]1/2

M−1
2 (ε2)

. . .
m∑

j=1
[tr(M−1

j (εj))]1/2

[tr(M−1
m (εm))]1/2

M−1
m (εm)




2




f1(X1)

f2(X2)
...

fm(Xm)




=
( m∑

j=1
[tr(M−1

j (εj))]1/2
)2 m∑

i=1

fT
i (Xi)M−1

i (εi)M−1
i (εi)fi(Xi)

tr(M−1
i (εi))

. (3.15)

所以, 综合(3.12), (3.15)和Mi(εi)是正定矩阵等因素, 由推论3.1, 可得

fT (X)M−1(ε)M−1(ε)f(X) ≤
( m∑

j=1
[tr(M−1

j (εj))]1/2
)2

= tr(M−1(ε)).
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所以由等价定理, 得

ε =
1

m∑
j=1

[tr(M−1
j (εj))]1/2

m⊕
i=1

[tr(M−1
i (εi))]1/2εi

是Sq−1上Scheffé模型η =
m∑

i=1
ηi的A-最优设计. ¤

§4. 问题与展望

利用本文给出的不等式, 不仅可以解决多重混料系统上的Scheffé模型的D-最优和A-最
优设计问题, 亦可用于解决其他一些最优准则的最优设计问题, 甚至是其他一些模型的最
优设计问题. 另外, 本文遗留的主要问题是, 应用本文提出的方法构造出来的最优设计是否
具有唯一性.
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In this paper, we discuss some issues of D-optimal and A-optimal design for Scheffé model on

multiple mixture system. An important inequality based on positive definite quadratic form is also given.

Employing the inequality, the structures of optimal designs for Scheffé model defined on multiple mixture

system are made explicit.
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