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摘 要

随机向量的t分布属于椭球等高分布族, 然而, 它是对称分布. 在许多诸如经济学、生理学、社会

学等领域中, 有时回归模型中的随机误差不再满足对称性, 通常表现出高度的偏态性(skewness). 于是

就有了偏态椭球等高分布族. 本文在已有的多元偏态t分布的基础上, 着重研究它的分布性质, 包括线

性组合分布、边缘分布、条件分布及各阶矩.

关键词: 偏态Pearson VII型分布, 偏态t分布, 偏态正态分布, 密度生成函数, 矩生成函数.
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§1. 从SPVII分布生成的新的多元偏态t分布

t分布属于Pearson VII型分布, 本节在多元偏态Pearson VII型分布的基础上给出新的

多元偏态t分布的定义及随机表示.

1.1 多元偏态PVII分布的定义

设随机向量Xp×1服从Pearson VII型分布([1] P93), 记为X ∼ PVIIp(0,Ω,M, v), M >

p/2, v > 0, Ωp×p > 0, 密度函数为g(p)(u) = Cpg(u; p), 其中, u = x′Ωx > 0为中间变量,

g(u; p) = (1 + u/v)−M为密度生成函数, Cp = Γ(M)/[(πv)p/2Γ(M − p/2)]为标准化常数.

将X分块为X = (X ′
1, X

′
2)
′, 其中, X1 : p1 × 1, X2 : p2 × 1, p = p1 + p2, 且X1满足线性

约束条件: X1 > 0p1×1, 记pc表示约束条件的概率, 即pc = P(X1 > 0). Ω分块为
(

Ω11 Ω12

Ω21 Ω22

)
,

(
Ip1 Ω12

Ω21 Ω22

)
,

本文以下部分我们都令Ω11 = Ip1 , Ω11.2 = Ip1 − Ω12Ω−1
22 Ω21.

定义 1.1 ([2] P4) 若随机向量Zp2×1有如下分布密度:

fZ(z) =
F (α′z(v + Q2)−1/2|0, Ip1 ;M, 1)

F (0|0, Ip1 ;M − p2/2, v)
· f

(
z|0,Ω22;M − p1

2
, v

)

= 2p1 · F (α′z(v + Q2)−1/2|0, Ip1 ;M, 1) · f
(
z|0,Ω22;M − p1

2
, v

)
. (1.1)
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这里, α = Ω−1
22 Ω21Ω

−1/2
11.2 , Q2 = z′Ω−1

22 z, F (α′z(v + Q2)−1/2|0, Ip1 ;M, 1)表示PVIIp1(0, Ip1 ;

M, 1)分布在α′z(v+Q2)−1/2处的值, F (0|0, Ip1 ;M−p2/2, v)表示PVIIp1(0, Ip1 ,M−p2/2, v)

分布在0处的值, 等于2−p1 , f(z|0,Ω22;M − p1/2, v)表示PVIIp2(0,Ω22,M − p1/2, v)的分布

密度, 称Z服从多元偏态PVIIp2(·)分布, 记为SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), 称α为偏态系数.

注记 1 这里, SPVIIp2(0,Ω,M, v, α)中, Ω : p× p, 与随机向量Z的维数p2× 1是不同

的, 0 : p2 × 1, 下同.

若M = (v + p)/2, 称PVIIp为自由度为v的多元t分布([1] P93), 记为tp(µ,Ω; v), 其中

g(p)(u) =
Γ[(v + p)/2]

Γ(v/2)(πv)p/2

(
1 +

u

v

)−(v+p)/2
, u > 0.

定义 1.2 ([2] P5) 若随机向量Zp2×1有如下的分布密度:

fZ(z) =
F (α′z(v + Q2)−1/2(v + p2)1/2|0, Ip1 ; v + p2)

F (0|0, Ip1 ; v)
· f(z|0,Ω22; v)

= 2p1 · F (α′z(v + Q2)−1/2(v + p2)1/2|0, Ip1 ; v + p2) · f(z|0,Ω22; v). (1.2)

这里, α = Ω−1
22 Ω21Ω

−1/2
11.2 , Q2 = z′Ω−1

22 z, F (α′z(v+Q2)−1/2(v+p2)1/2|0, Ip1 ; v+p2)表示自由

度为v+p2的tp1(0, Ip1 ; v+p2)分布在α′z(v+Q2)−1/2(v+p2)1/2处的值, F (0|0, Ip1 ; v)表示自

由度为v的tp1(0, Ip1 ; v)分布在0处的值, 等于2−p1 , f(z|0,Ω22; v)表示自由度为v的tp2(0p2×1,

Ω22; v)的分布密度, 称Z服从多元偏态tp2(·)分布, 记为Stp2(0,Ω, v, α), 称α为偏态系数.

1.2 两种随机表示方法

上述定义是通过线性约束的条件方法([2] P4)给出的, 也可以通过变换的方法得到.

定理 1.1 ([2] P8) (变换方法) 设U∗ = (U∗′
1 , U∗′

2 )′ ∼ PVIIp(0,Ψ∗,M, v), M > p/2,

v > 0, Ψ∗
p×p =

(
Ip1 0p1×p2

0p2×p1 Ψp2×p2

)
> 0, 其中U∗

1 : p1 × 1, U∗
2 : p2 × 1, p = p1 + p2,

U∗
1 = (U1, · · · , Up1)

′, U∗
2 = (Up1+1, · · · , Up)′, 定义

Zj = δj(|U1|+ · · ·+ |Up1 |) + (1− δ2
j )

1/2Uj , −1 < δj < 1, j = p1 + 1, · · · , p, (1.3)

则Z , (Zp1+1, · · · , Zp)′有(1.1)式的分布密度. 这里,

λi =δi(1−δ2
i )
−1/2, i=p1+1, · · · , p, ∆p2×p2 =diag{(1+λ2

p1+1)
−1/2, · · · , (1+λ2

p)
−1/2},

λp2×p1 =




λp1+1 · · · λp1+1

...
...

λp · · · λp


 , Ωp×p =

(
Ip1 λ′∆

∆λ ∆(Ψ + λλ′)∆

)
,

α = ∆−1(Ψ + λλ′)−1λ[Ip1 − λ′(Ψ + λλ′)−1λ]−1/2. (1.4)
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§2. 多元SPVII分布的有关性质

2.1 线性组合分布

定理 2.1 设Zp2×1 ∼ SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), 参数同定义1.1. 已知矩阵A可逆,

b为p2 × 1维向量, 则

Z̃ = AZ + b ∼ SPVIIp2(b, Ω̃,M, v, α̃), (2.1)

其中Ω̃p×p =

(
Ip1 Ω12A

′

AΩ21 AΩ22A
′

)
, α̃ = (A′)−1α.

证明: 见附录. ¤

推论 2.1 设Zp2×1 ∼ Stp2(0,Ω, v, α), 已知矩阵A可逆, b为p2 × 1维向量, 则

Z̃ = AZ + b ∼ Stp2(b, Ω̃, v, α̃), (2.2)

其中, Ω̃p×p =

(
Ip1 Ω12A

′

AΩ21 AΩ22A
′

)
, α̃ = (A′)−1α.

证明: 见附录. ¤

2.2 边缘分布

设Zp2×1 ∼ SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), 参数同定义1.1. 将Z进行分块: Z = (Z ′1, Z
′
2)
′, 其

中, Z1 : p21 × 1, Z2 : p22 × 1, p2 = p21 + p22, 引入如下记号:

Ωp×p =




Ip1 Ω12 Ω13

Ω21 Ω22 Ω23

Ω31 Ω32 Ω33


 =

(
Ω̃11 Ω̃12

Ω̃21 Ω33

)
=

(
Ip1 Ω∗12
Ω∗21 Ω∗22

)
, (2.3)

αp2×p1 = Ω∗−1
22 Ω∗21Ω

∗−1/2
11.2 = Ω∗−1

22 Ω∗21(Ip1 − Ω∗12Ω
∗−1
22 Ω∗21)

−1/2. (2.4)

定理 2.2 设Zp2×1 ∼ SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), α同(2.4)式, 其他条件同上. 则Z1的边

缘分布为

fc(z1) = 2p1 ·F
(
α̃′z1(v+Q5)−1/2|0, Ip1 ;M− p22

2
, 1

)
·f

(
z1|0,Ω22;M− p22 + p1

2
, v

)
, (2.5)

其中, α̃ = Ω−1
22 Ω21Ω

−1/2
11.2 , Q5 = z′1Ω

−1
22 z1.

证明: 见附录. ¤

推论 2.2 设Zp2×1 ∼ Stp2(0,Ω, v, α), α同(2.4)式, 其他条件同上. 则Z1的边缘分布

为

fc(z1) = 2p1 · F (α̃′z1(v + Q5)−1/2(v + p21)1/2|0, Ip1 ; v + p21) · f(z1|0,Ω22; v), (2.6)
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其中, α̃ = Ω−1
22 Ω21Ω

−1/2
11.2 , Q5 = z′1Ω

−1
22 z1.

证明: 见附录. ¤

2.3 条件分布

定理 2.3 设Zp2×1 ∼ SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), 条件同上. 则Z1|Z2 = z2的条件分布密

度为:

F (ψ−1/2
11.2 m1.2(v + Q2 + Q4)−1/2|0, Ip1 ;M, 1)

F (ψ−1/2
11 m1(v + Q2)−1/2|0, Ip1 ;M − p21/2, 1)

· f
(
z1|m2, ψ22;M − p1

2
, v + Q2

)
, (2.7)

其中, Q2 = z′2Ω
−1
33 z2,

(
ψ11 ψ12

ψ21 ψ22

)
=

(
Ip1 − Ω13Ω−1

33 Ω31 Ω12 − Ω13Ω−1
33 Ω32

Ω21 − Ω23Ω−1
33 Ω31 Ω22 − Ω23Ω−1

33 Ω32

)
, ψ11.2 =

ψ11−ψ12ψ
−1
22 ψ21,

(
m1

m2

)
=

(
Ω13Ω−1

33 z2

Ω23Ω−1
33 z2

)
, m1.2 = m1+ψ12ψ

−1
22 (z1−m2), Q4 = (z1−m2)′

·ψ−1
22 (z1−m2), F (ψ−1/2

11.2 m1.2(v + Q2 + Q4)−1/2|0, Ip1 ;M, 1)表示PVIIp1(0, Ip1 ;M, 1)累计分

布函数在ψ
−1/2
11.2 m1.2(v +Q2 +Q4)−1/2处的值, F (ψ−1/2

11 m1(v +Q2)−1/2|0, Ip1 ;M − p21/2, 1)

表示PVIIp1(0, Ip1 ;M−p21/2, 1)累计分布函数在ψ
−1/2
11 m1(v+Q2)−1/2处的值, f(z1|m2, ψ22;

M − p1/2, v + Q2)表示PVIIp21(m2, ψ22,M − p1/2, v + Q2)的分布密度函数.

证明: 见附录. ¤

推论 2.3 设Zp2×1 ∼ Stp2(0,Ω,M, v, α), 条件同上. 则Z1|Z2 = z2的条件分布密度

为:

F (ψ−1/2
11.2 m1.2(v + Q2 + Q4)−1/2(v + p2)1/2|0, Ip1 ; v + p2)

F (ψ−1/2
11 m1(v + Q2)−1/2(v + p22)1/2|0, Ip1 ; v + p22)

· f̃(z1|m2, ψ22, v), (2.8)

其中, Q2 = z′2Ω
−1
33 z2,

(
ψ11 ψ12

ψ21 ψ22

)
=

(
Ip1 − Ω13Ω−1

33 Ω31 Ω12 − Ω13Ω−1
33 Ω32

Ω21 − Ω23Ω−1
33 Ω31 Ω22 − Ω23Ω−1

33 Ω32

)
, ψ11.2 =

ψ11−ψ12ψ
−1
22 ψ21,

(
m1

m2

)
=

(
Ω13Ω−1

33 z2

Ω23Ω−1
33 z2

)
, m1.2 = m1+ψ12ψ

−1
22 (z1−m2), Q4 = (z1−m2)′

·ψ−1
22 (z1−m2), F (ψ−1/2

11.2 m1.2(v+Q2+Q4)−1/2(v+p2)1/2|0, Ip1 ; v+p2)表示tp1(0, Ip1 ; v+p2)

累计分布函数在ψ
−1/2
11.2 m1.2(v+Q2+Q4)−1/2(v+p2)1/2处的值, F (ψ−1/2

11 m1(v+Q2)−1/2(v+

p22)1/2|0, Ip1 ; v+p22)表示tp1(0, Ip1 ; v+p22)累计分布函数在ψ
−1/2
11 m1(v+Q2)−1/2(v+p22)1/2

处的值,

f̃(z1|m2, ψ22, v) =
Γ[(v+p22+p21)/2]
Γ[(v+p22)/2]πp21/2

(v+Q2)−p21/2|ψ22|−1/2
(
1+

Q4

v+Q2

)−(v+p22+p21)/2
.

(2.9)
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§3. 多元SPVII分布的各阶矩

3.1 多元偏态正态分布(SN)各阶矩与多元SPVII分布各阶矩的关系

由(1.1)式知, 直接求SPVII分布的各阶矩比较困难, 但多元偏态正态分布(SN)的各阶

矩比较容易求出. 本小节将通过多元偏态正态分布(SN)各阶矩与SPVII分布各阶矩的关系

来确定SPVII分布的各阶矩. 由定理1.1知,

Z , (Zp1+1, · · · , Zp)′
d= δ|U∗

1 |+ ∆U∗
2 . (3.1)

U∗ = (U∗′
1 , U∗′

2 )′ ∼ PVIIp(0,Ψ∗,M, v), (3.2)

其中, δ =




δp1+1 · · · δp1+1

...
...

δp · · · δp




p2×p1

, |U∗
1 | = (|U1|, |U2|, · · · , |Up1 |)′. 这里, 对于U∗服从

任意椭球等高分布(U∗ ∼ ECp(0,Ψ∗; g(p))), 都有如下的随机表示:

(
U∗

1

U∗
2

)
d= R

(
Ip1 0

0 A′

)(
U (p1)

U (p2)

)
, (3.3)

其中, R与(U (p1)′,U (p2)′)′独立, A : p2× p2, 且A′A = Ψ, 可令A = (Ω22− δδ′)1/2∆−1, R有如

下分布密度([1] P77):

hR(r) =
2πp/2

Γ(p/2)
rp−1g(p)(r2), (3.4)

这里, g(p)(·)可以是任意椭球等高分布的密度. 所以

Z
d= R[δ|U (p1)|+ (Ω22 − δδ′)1/2U (p2)] , R[B′|U (p1)|+ C ′U (p2)]. (3.5)

所以有

E
p2∏

j=1
Z

sj

j = E
(
R

p2∑
j=1

sj)
· E

{ p2∏
j=1

[B′
j |U (p1)|+ C ′

jU (p2)]sj

}
, (3.6)

其中, B′
j表示B′的第j行, C ′

j表示C ′的第j行, sj为非负整数, Zj为Z∗2的分量, j = 1, · · · , p2.

令随机向量Xp2×1服从偏态正态分布, 记为X ∼ SNp2(0,Ω, α), 则由(3.5)式

X
d= R0[B′|U (p1)|+ C ′U (p2)], (3.7)

其中, R2
0 ∼ χ2

p. 再由(3.6)式得

E
p2∏

j=1
X

sj

j = E
(
R

p2∑
j=1

sj

0

)
· E

{ p2∏
j=1

[B′
j |U (p1)|+ C ′

jU (p2)]sj

}
, (3.8)
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其中, Xj为X的分量, j = 1, · · · , p2. 所以由(3.6)、(3.8)式得

E
p2∏

j=1
Z

sj

j =
[
E
(
R

p2∑
j=1

sj)/
E
(
R

p2∑
j=1

sj

0

)]
· E

p2∏
j=1

X
sj

j . (3.9)

若Z ∼ SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), 则R的分布可由(3.4)式求出, R0 ∼ χp, 关键求E
p2∏

j=1
X

sj

j .

3.2 多元SN分布及各阶矩

对于多元正态分布, 有([2] P2, 例1)

g(p)(u) = (2π)−p/2e−u/2, (3.10)

仍按线性约束的条件方法可求得SNp2(0,Ω, α)的分布密度.

定理 3.1 设Xp = (X ′
1, X

′
2)
′ ∼ Np(0,Ω), 在线性约束X1 > 0p1×1条件下, 随机向量

Z = (X2|X1 > 0)有如下的分布密度:

fZ(z) =
Φp1(α

′z|0, Ip1)
Φp1(0|0, Ip1)

· φp2(z|0,Ω22) = 2p1 · Φp1(α
′z|0) · φp2(z|0,Ω22), (3.11)

这里, α = Ω−1
22 Ω21Ω

−1/2
11.2 , Φp1(α

′z|0, Ip1)表示Np1(0, Ip1)分布在α′z处的值, Φp1(0|0, Ip1)表

示Np1(0, Ip1)分布在0处的值, 等于2−p1 , φp2(z|0,Ω22)表示Np2(0,Ω22)的分布密度. 称Z服

从多元偏态正态分布, 记为SNp2(0,Ω, α), 称α为偏态系数.

证明: 证明过程与构造多元偏态PVII分布类似, 从略. ¤

其次, 求SNp2(0,Ω, α)的矩生成函数(Moment generating function), 记为M(t).

定理 3.2 ([3] P340, Theorem 4.1) 设随机向量Xp2×1 ∼ SNp2(0,Ω, α), 则它的矩生

成函数:

M(t) = Φ−1
p1

(0|0, Ip1) · exp
{1

2
(t′Ω22t)

}
· Φp1((α

′Ω22α + Ip1)
−1/2α′Ω22t|0, Ip1)

= 2p1 · exp
{1

2
(t′Ω22t)

}
· Φp1((α

′Ω22α + Ip1)
−1/2α′Ω22t|0, Ip1). (3.12)

最后, 求SNp2(0,Ω, α)的前二阶矩.

引理 3.1 ([4] P51, 引理1) (对向量求导的连锁法则) 设Xn×1, Yk×1, Zp×1, 则

∂Z ′

∂X
=

∂Y ′

∂X
· ∂Z ′

∂Y
,

∂Z

∂X ′ =
∂Z

∂Y ′ ·
∂Y

∂X ′ . (3.13)

引理 3.2 ([5] P324, Appendix)

∂t′At

∂t
= 2At,

∂t′At

∂t′
= (2At)′,

∂Dt

∂t′
= D,

∂(Dt)′

∂t
= D′,

∂Dt

∂t
= vec(D′), (3.14)

这里, Ap×p为对称阵, Dk×p为任意矩阵, tp×1为向量.
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定理 3.3 设随机向量Xp2×1 ∼ SNp2(0,Ω, α), 其中, α = Ω−1
22 Ω21Ω

−1/2
11.2 , 则

EX =
Φp1−1(0|0, Ip1−1)
Φp1(0|0, Ip1)

√
2π

· Ω22α(α′Ω22α + Ip1)
−1/2 · 1

=

√
2
π
· Ω22α(α′Ω22α + Ip1)

−1/2 · 1, (3.15)

其中, 1p1×1 =(1, · · ·, 1)′, Φp1−1(0|0, Ip1−1)表示Np1−1(0, Ip1−1)分布在0处的值, 等于2−(p1−1).

证明: 令Dp1×p2 , (α′Ω22α + Ip1)
−1/2α′Ω22, 则(3.12)式化为

M(t) = 2p1 exp
{1

2
(t′Ω22t)

}
· Φp1(Dt|0, Ip1). (3.16)

利用引理3.1和引理3.2, 令mp1×1 = (m1, · · · ,mp1)
′ , Dt, 得

∂M(t)
∂t

= 2p1 exp
{1

2
(t′Ω22t)

}
·
[
Φp1(Dt|0, Ip1) · Ω22t + D′ · ∂Φp1(m|0, Ip1)

∂m

]
.

因为
∂Φp1(m|0, Ip1)

∂mj
= (2π)−1/2e−m2

j/2 · Φp1−1(mj |0, Ip1−1), (3.17)

这里, j = 1, · · · , p1, mj表示向量m去掉第j个分量后重新生成的p1 − 1维向量. 所以,

∂Φp1(m|0, Ip1)
∂m

|m=0 = (2π)−1/2 · Φp1−1(0|0, Ip1−1) · 1,

其中, 1 = (1, · · · , 1)′. 代入EX = ∂M(t)/∂t|t=0化简即得(3.15)式. ¤

定理 3.4 设随机向量Xp2×1 ∼ SNp2(0,Ω, α), 其中, α = Ω−1
22 Ω21Ω

−1/2
11.2 , 则

EXX ′ = Φ−1
p1

(0|0, Ip1)Φp1(0|0, Ip1)Ω22

+Φ−1
p1

(0|0, Ip1)(2π)−1Φp1−2(0|0, Ip1−2) ·D′AD

= Ω22 +
2
π
·D′AD, (3.18)

其中, Dp1×p2 = (α′Ω22α + Ip1)
−1/2α′Ω22, Φp1−2(0|0, Ip1−2)表示Np1−2(0, Ip1−2)分布在0处

的值, 等于2−(p1−2).

Ap1×p1 =




0 1 · · · 1

1 0
. . .

...
...

. . . . . . 1

1 · · · 1 0




.

证明: 利用引理3.1、引理3.2和定理3.3即可, 见附录. ¤
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3.3 多元SPVII分布的各阶矩

仅给出多元SPVII分布的前二阶矩. 由(3.9)式可知,

EZ =
ER

ER0
· EX, EZZ ′ =

ER2

ER2
0

· EXX ′. (3.19)

定理 3.5 设随机向量Z ∼ SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), 则

EZ =
Γ[M − (p + 1)/2]

Γ(M − p/2)

√
v

2
· EX, EZZ ′ =

v

2M − p− 2
· EXX ′, (3.20)

其中, EX等于(3.15)式, EXX ′等于(3.18)式.

证明: 由(3.19)式只需求ER、ER0、ER2、ER2
0即可, 见附录. ¤

推论 3.1 设随机向量Z ∼ Stp2(0,Ω, v, α), 则

EZ =
Γ[(v − 1)/2]

Γ(v/2)

√
v

2
· EX, EZZ ′ =

v

v − 2
· EXX ′, (3.21)

其中, EX等于(3.15)式, EXX ′等于(3.18)式.

附 录

定理2.1的证明.

证明: 由Z ∼ SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), 可令Xp×1 =

(
X1

X2

)
∼ PVIIp(0,Ω,M, v), 其

中X1 : p1 × 1, X2 : p2 × 1, p = p1 + p2. 则由[2] P3, 引理2.3得

Z
d= (X2|X1 > 0), Z̃ = AZ + b

d= (AX2 + b|X1 > 0) = (X̃2|X̃1 > 0). (A.1)

其中

X̃ =

(
X̃1

X̃2

)
=

(
Ip1 0

0 A

)(
X1

X2

)
+

(
0

b

)
, ÃX + b̃ ∼ PVIIp(̃b, Ω̃,M, v). (A.2)

Ω̃ = ÃΩÃ′ =

(
Ip1 Ω12A

′

AΩ21 AΩ22A
′

)
. (A.3)

Z̃的密度为([2] P5, (3.7)式):

fc(x̃2) =
1
pc

∫

x̃1>0
f(x̃1, x̃2 |̃b, Ω̃; g(p))dx̃1

=
1
pc

f(x̃2|b, Ω̃22; g̃(p2))
∫

x̃1>0
f(x̃1|x̃2, µ̃1.2, Ω̃11.2; g

(p1)
q(x̃2))dx̃1. (A.4)
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化简(A.4)式:

(i)

f(x̃|̃b, Ω̃; g(p)) = |Ω̃|−1/2g(p)((x̃− b̃)′Ω̃−1(x̃− b̃))

=
Γ(M)

(πv)p/2Γ(M − p/2)
|Ω̃|−1/2

(
1 +

(x̃− b̃)′Ω̃−1(x̃− b̃)
v

)−M
. (A.5)

(ii) 由[2] P3, 引理2.3得

X̃2 = AX2 + b ∼ PVIIp2

(
b, AΩ22A

′,M − p1

2
, v

)
, (A.6)

f(x̃2|b, Ω̃22; g̃(p2)) = |AΩ22A
′|−1/2g̃(p2)(Q̃2)

=
Γ(M − p1/2)

(πv)p2/2Γ(M − p/2)
|AΩ22A

′|−1/2
(
1 +

Q̃2

v

)−(M−p1/2)
. (A.7)

这里, Q̃2 = (x̃2 − b)′(AΩ22A
′)−1(x̃2 − b).

(iii) 由[2] P3, 引理2.3得

X̃1 ∼ PVIIp1

(
0, Ip1 ,M − p2

2
, v

)
, (A.8)

f(x̃1|0, Ip1 ; g̃
(p1)) = g̃(p1)(Q̃1)

=
Γ(M − p2/2)

(πv)p1/2Γ(M − p/2)

(
1 +

Q̃1

v

)−(M−p2/2)
. (A.9)

这里, Q̃1 = x̃′1x̃1. 则

pc = P(x̃1 > 0) =
∫

x̃1>0
f(x̃1|0, Ip1 ; g̃

(p1))dx̃1

= F
(
0|0, Ip1 ,M − p2

2
, v

)
= 2−p1 . (A.10)

(iv) 由[2] P4, 定理3.1的证明得

q(x̃2) = Q̃2 = (x̃2 − b)′(AΩ22A
′)−1(x̃2 − b),

µ̃1.2 = Ω12A
′(AΩ22A

′)−1(x̃2 − b) = Ω12Ω−1
22 A−1(x̃2 − b),

Ω̃11.2 = Ip1 − Ω12A
′(AΩ22A

′)−1AΩ21 = Ω11.2,

Ω̃−1/2
11.2 µ̃1.2(v + Q̃2)−1/2 = Ω−1/2

11.2 Ω12Ω−1
22 A−1(x̃2 − b)(v + Q̃2)−1/2

= α′A−1(x̃2 − b)(v + Q̃2)−1/2

, α̃′(x̃2 − b)(v + Q̃2)−1/2,
∫

x̃1>0
f(x̃1|x̃2, µ̃1.2, Ω̃11.2; g

(p1)
q(x̃2))dx̃1

=
Γ(M)

Γ(M − p1/2)πp1/2

∫

y<Ω̃
−1/2
11.2 µ̃1.2(v+Q̃2)−1/2

(1 + y′y)−Mdy

= F (α̃′(x̃2 − b)(v + Q̃2)−1/2|0, Ip1 ;M, 1). (A.11)

《
应
用
概
率
统
计
》
版
权
所
用



376 应用概率统计 第二十六卷

由(ii) (iii) (iv), 得Z̃的分布密度为:

f
Z̃
(x̃2) = 2p1 · F (α̃′(x̃2 − b)(v + Q̃2)−1/2|0, Ip1 ;M, 1)

·f
(
x̃2|b, AΩ22A

′;M − p1

2
, v

)
. (A.12)

其中, α̃ = (A′)−1α. 根据定义1.1, (2.1)式得证. ¤
推论2.1的证明.
证明: 证明过程同定理2.1. 注意到Z̃的分布密度为:

f
Z̃
(x̃2) = 2p1 · F (α̃′(x̃2 − b)(v + Q̃2)−1/2(v + p2)1/2|0, Ip1 ; v + p2)

·f(x̃2|b, AΩ22A
′; v).

根据定义1.2, (2.2)式得证. ¤
定理2.2的证明.
证明: 由Zp2×1 ∼ SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), 得

Xp×1 ,




X1

Z1

Z2


 ∼ PVIIp(0,Ω,M, v),

其中X1 : p1 × 1. 则在线性约束X1 > 0的条件下, X的分布密度为:

fc(x) = fc(x1, z1, z2) =
1
pc

f(x1, z1, z2|0,Ω; M, v). (A.13)

其中, pc = P(X1 > 0) = F (0|0, Ip1 ;M − p2/2, v) = 2−p1 .
由(A.13)式得到在线性约束X1 > 0的条件下, (X ′

1, Z
′
1)
′的分布密度为([2] P2, 引理2.2):

fc(x1, z1) =
1
pc

∫

z2

f(x1, z1, z2|0,Ω; M, v)dz2

=
1
pc

f(x1, z1|0, Ω̃11; g̃(p1+p21))

=
1
pc

f
(
x1, z1|0, Ω̃11;M − p22

2
, v

)
. (A.14)

其中,

f(x1, z1|0, Ω̃11; g̃(p1+p21))

= |Ω̃11|−1/2g̃(p1+p21)(Q4)

=
Γ(M − p22/2)

(πv)(p1+p21)/2Γ(M − p22/2− p1 + p21/2)
|Ω̃11|−1/2

(
1 +

Q4

v

)−(M−p22/2)

=
Γ(M − p22/2)

(πv)(p1+p21)/2Γ(M − p/2)
|Ω̃11|−1/2

(
1 +

Q4

v

)−(M−p22/2)
. (A.15)
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这里, Q4 =
(

x′1, z′1
)

Ω̃−1
11

(
x1

z1

)
=

(
x′1, z′1

) (
Ip1 Ω12

Ω21 Ω22

)−1 (
x1

z1

)
.

由(A.14)式, 对X1积分, 即得到Z1的边缘密度:

fc(z1) =
1
pc

∫

x1>0
f
(
x1, z1|0, Ω̃11;M − p22

2
, v

)
dx1

=
1
pc

f(z1|0,Ω22; g̃(p21))
∫

x1>0
f(x1|z1, µ1.2,Ω11.2; g

(p1)
q(z1))dx1. (A.16)

其中,

µ1.2 = Ω12Ω−1
22 z1,

Ω11.2 = Ip1 − Ω12Ω−1
22 Ω21,

f(z1|0,Ω22; g̃(p21)) = |Ω22|−1/2g̃(p21)(Q5)

=
Γ(M − p22/2− p1/2)

(πv)p21/2Γ(M − p22/2− p1/2− p21/2)

· |Ω22|−1/2
(
1 +

Q5

v

)−(M−p22/2−p1/2)

=
Γ[M − (p22 + p1)/2]
(πv)p21/2Γ(M − p/2)

|Ω22|−1/2
(
1 +

Q5

v

)−(M−(p22+p1)/2)
, (A.17)

Q5 = q(z1) = z′1Ω
−1
22 z1,

Ω−1/2
11.2 µ1.2 = Ω−1/2

11.2 Ω12Ω−1
22 z1 , α̃′z1.

由(A.17)式得Z1 ∼ PVIIp21(0,Ω22,M − (p22 + p1)/2, v).
类似(A.11)式得

∫

x1>0
f(x1|z1, µ1.2,Ω11.2; g

(p1)
q(z1))dx1

=
Γ(M − p22/2)

Γ(M − p22/2− p1/2)πp1/2

∫

y<Ω
−1/2
11.2 µ1.2(v+Q5)−1/2

(1 + y′y)−(M−p22/2)dy

= F
(
α̃′z1(v + Q5)−1/2|0, Ip1 ;M − p22

2
, 1

)
. (A.18)

所以由(A.17)式、(A.18)式, (A.16)式即可化为(2.5)式. ¤
推论2.2的证明.
证明: 计算边缘分布时只需令定理2.2中的M = (v + p)/2即可. 计算条件分布X1|Z1

= z1时, 由(A.18)式
∫

x1>0
f(x1|z1, µ1.2,Ω11.2; g

(p1)
q(z1))dx1

=
Γ[(v + p)/2− p22/2]

Γ[(v + p)/2− p22/2− p1/2]πp1/2

∫

y<Ω
−1/2
11.2 µ1.2(v+Q5)−1/2

(1 + y′y)−((v+p)/2−p22/2)dy

=
Γ[(v + p21 + p1)/2]
Γ[(v + p21)/2]πp1/2

∫

y<α̃′z1(v+Q5)−1/2

(1 + y′y)−(v+p21+p1)/2dy. (A.19)
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令yp1×1 = tp1×1(v + p21)−1/2, J(y → t) = (v + p21)−p1/2, 则(A.19)式得
∫

x1>0
f(x1|z1, µ1.2,Ω11.2; g

(p1)
q(z1))dx1

=
Γ[(v+p21+p1)/2]

Γ[(v+p21)/2]πp1/2(v+p21)p1/2

∫

t<α̃′z1(v+Q5)−1/2(v+p21)1/2

(
1+

t′t
v+p21

)
−(v+p21+p1)/2dt

= F (α̃′z1(v + Q5)−1/2(v + p21)1/2|0, Ip1 ; v + p21). (A.20)

(2.6)式得证. ¤
定理2.3的证明.
证明: 由Zp2×1 ∼ SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), 得

Xp×1 ,




X1

Z1

Z2


 ,

(
Y

Z2

)
∼ PVIIp(0,Ω,M, v),

其中X1 : p1 × 1, Y : (p1 + p21) × 1. 则由[2] P4, 定理3.1的证明得条件分布Y |Z2 = z2的密

度为:

f(x1, z1|µ̃1.2, Ω̃11.2; g
(p1+p21)
q(z2) ) = |Ω̃11.2|−1/2g

(p1+p21)
q(z2) (Q3)

=
Γ(M)

Γ[M−(p1+p21)/2]π(p1+p21)/2
(v+Q2)−(p1+p21)/2|Ω̃11.2|−1/2

(
1+

Q3

v+Q2

)−M
. (A.21)

其中,

Q2 = q(z2) = z′2Ω
−1
33 z2,

Q3 = (y − µ̃1.2)′Ω̃−1
11.2(y − µ̃1.2),

µ̃1.2 = Ω̃12Ω−1
33 z2 =

(
Ω13

Ω23

)
Ω−1

33 z2 ,
(

m1

m2

)
, (A.22)

Ω̃11.2 = Ω̃11 − Ω̃12Ω−1
33 Ω̃21

=

(
Ip1 Ω12

Ω21 Ω22

)
−

(
Ω13

Ω23

)
Ω−1

33

(
Ω31 Ω32

)

,
(

ψ11 ψ12

ψ21 ψ22

)
.

所以(Y |Z2 = z2) ∼ PVIIp1+p21(µ̃1.2, Ω̃11.2,M, v + Q2). 在此基础上, 再求Z1|X1 > 0的分布

密度为([2] P4, 定理3.1的证明):

fc(z1) =
1
pc

∫

x1>0
f(x1, z1|µ̃1.2, Ω̃11.2;M, v + Q2)dx1

=
1
pc

f(z1|m2, ψ22; g̃(p21))
∫

x1>0
f(x1|z1,m1.2, ψ11.2; g

(p1)
q(z1))dx1. (A.23)
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其中,

m1.2 = m1 + ψ12ψ
−1
22 (z1 −m2),

ψ11.2 = ψ11 − ψ12ψ
−1
22 ψ21, (A.24)

q(z1) = (z1 −m2)′ψ−1
22 (z1 −m2) , Q4.

下面分别计算(A.23)式中的三项.

(i) 由[2] P4, 定理3.1的证明得

g
(p1)
Q4

(u) =
Γ(M)

Γ(M − p1/2)πp1/2
(v+Q2+Q4)−p1/2

(
1+

u

v + Q2 + Q4

)−M
, u > 0. (A.25)

所以,
∫

x1>0
f(x1|z1,m1.2, ψ11.2; g

(p1)
q(z1))dx1

=
∫

x1>0
|ψ11.2|−1/2g

(p1)
Q4

(Q5)dx1

=
∫

x1>0

Γ(M)
Γ(M−p1/2)πp1/2

|ψ11.2|−1/2(v+Q2+Q4)−p1/2
(
1+

Q5

v+Q2+Q4

)−M
dx1. (A.26)

其中, Q5 = (x1 − m1.2)′ψ−1
11.2(x1 − m1.2). 令tp1×1 = ψ

−1/2
11.2 (x1 − m1.2)(v + Q2 + Q4)−1/2,

J(x1 → t) = |ψ11.2|1/2(v + Q2 + Q4)p1/2, 代入(A.26)式:
∫

x1>0
f(x1|z1,m1.2, ψ11.2; g

(p1)
q(z1))dx1

=
Γ(M)

Γ(M − p1/2)πp1/2

∫

t<ψ
−1/2
11.2 m1.2(v+Q2+Q4)−1/2

(1 + t′t)−Mdt

= F (ψ−1/2
11.2 m1.2(v + Q2 + Q4)−1/2|0, IP1 ;M, 1). (A.27)

(A.27)式表示PVIIp1(0, IP1 ;M, 1)累计分布函数在ψ
−1/2
11.2 m1.2(v + Q2 + Q4)−1/2处的值.

(ii) 由[2] P3, 引理2.3得

g̃(p21)(u)=
Γ(M−p1/2)

Γ(M−p1/2−p21/2)πp21/2
(v+Q2)−p21/2

(
1+

u

v+Q2

)−(M−p1/2)
, u > 0. (A.28)

所以,

f(z1|m2, ψ22; g̃(p21))

= |ψ22|−1/2g̃(p21)(Q4)

=
Γ(M − p1/2)

Γ(M − p1/2− p21/2)πp21/2
|ψ22|−1/2(v + Q2)−p21/2

(
1 +

Q4

v + Q2

)−(M−p1/2)

= f
(
z1|m2, ψ22;M − p1

2
, v + Q2

)
(A.29)

∼ PVIIp21

(
m2, ψ22,M − p1

2
, v + Q2

)
.
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(iii) 同(ii)证明过程,

pc = P(X1 > 0p1×1)

=
∫

X1>0
f(x1|m1, ψ11; g̃(p1))dx1

=
∫

X1>0
|ψ11|−1/2g̃(p1)(Q6)dx1

=
∫

X1>0

Γ(M − p21/2)
Γ(M − p21/2− p1/2)πp1/2

|ψ11|−1/2(v + Q2)−p1/2

·
(
1 +

Q6

v + Q2

)−(M−p21/2)
dx1. (A.30)

其中, Q6 = (x1−m1)′ψ−1
11 (x1−m1). 令tp1×1 = ψ

−1/2
11 (x1−m1)(v + Q2)−1/2, J(x1 → t) =

|ψ11|1/2(v + Q2)p1/2代入(A.30)式, 得

pc =
Γ(M − p21/2)

Γ(M − p21/2− p1/2)πp1/2

∫

t<ψ
−1/2
11 m1(v+Q2)−1/2

(1 + t′t)−(M−p21/2)dt

= F
(
ψ
−1/2
11 m1(v + Q2)−1/2|0, Ip1 ;M − p21

2
, 1

)
. (A.31)

(A.31)式表示PVIIp1(0, Ip1 ;M − p21/2, 1)累计分布函数在ψ
−1/2
11 m1(v + Q2)−1/2处的值.

由(A.27)、(A.29)、(A.31)知(A.23)式即可得到(2.7)式. ¤
定理3.4的证明.
证明: 令pc = Φp1(0|0, Ip1), Fp1×1 , ∂Φp1(m|0, Ip1)/∂m, 由引理3.2得

∂2M(t)
∂t∂t′

= p−1
c exp

{1
2
(t′Ω22t)

}

·
[
Φp1(Dt|0, Ip1) · Ω22t⊗ (Ω22t)′ + Φp1(Dt|0, Ip1) · Ω22

+Ω22t⊗ (D′ · F)′ + (D′ · F)⊗ (Ω22t)′ + D′ · ∂F
∂t′

]
. (A.32)

由引理3.1知
∂F
∂t′

=
∂F

∂(Dt)′
· ∂(Dt)

∂t′
=

∂F
∂m′ ·D. (A.33)

关键求∂F/∂m′. 由(3.17)式, 得

Fj =
∂Φp1(m|0, Ip1)

∂mj

= (2π)−1/2e−m2
j/2 ·

∫

y1<m1

· · ·
∫

yj−1<mj−1

∫

yj+1<mj+1

· · ·
∫

yp1<mp1

(2π)−(p1−1)/2e
−(1/2)

p1∑
i=1,i6=j

y2
i

dy1 · · ·dyj−1dyj+1 · · ·dyp1 . (A.34)
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1. 当k = j时, k, j = 1, · · · , p1,

∂Fj

∂mk
=

∂Fj

∂mj

= (2π)−1/2e−m2
j/2 · (−mj) ·

∫

y1<m1

· · ·
∫

yj−1<mj−1

∫

yj+1<mj+1

· · ·
∫

yp1<mp1

(2π)−(p1−1)/2e
−(1/2)

p1∑
i=1,i6=j

y2
i

dy1 · · ·dyj−1dyj+1 · · ·dyp1 . (A.35)

所以∂Fj/∂mj |m=0 = 0.

2. 当k 6= j时, k, j = 1, · · · , p1,

∂Fj

∂mk

= (2π)−1e−(m2
j+m2

k)/2 ·
∫

y1<m1

· · ·
∫

yk−1<mk−1

∫

yk+1<mk+1

· · ·
∫

yj−1<mj−1

∫

yj+1<mj+1

· · ·
∫

yp1<mp1

(2π)−(p1−2)/2e
−(1/2)

p1∑
i=1,i6=j,k

y2
i

dy1 · · ·dyk−1dyk+1 · · ·dyj−1dyj+1 · · ·dyp1

= (2π)−1e−(m2
j+m2

k)/2 · Φp1−2(mj,k|0, Ip1−2). (A.36)

这里, mk,j表示向量m去掉第k, j个分量后重新生成的p1 − 2维向量. 所以

∂Fj

∂mk

∣∣∣
m=0

= (2π)−1 · Φp1−2(0|0, Ip1−2). (A.37)

综上所述,

∂F
∂m′

∣∣∣
m=0

= (2π)−1 · Φp1−2(0|0, Ip1−2) ·




0 1 · · · 1

1 0
. . .

...
...

. . . . . . 1

1 · · · 1 0




. (A.38)

再由(A.32)、(A.33)、(A.38)式得到

EXX ′ =
∂2M(t)
∂t∂t′

∣∣∣
t=0

= p−1
c [Φp1(0|0, Ip1) · Ω22 + (2π)−1 · Φp1−2(0|0, Ip1−2) ·D′AD].

即得(3.18)式. ¤

定理3.5的证明.
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证明: Z ∼ SPVIIp2(0,Ω,M, v, α), 所以R有如下分布密度((3.4)式):

hR(r) =
2πp/2

Γ(p/2)
rp−1g(p)(r2)

=
2πp/2

Γ(p/2)
rp−1 · Γ(M)

(πv)p/2Γ(M − p/2)

(
1 +

r2

v

)−M
, (A.39)

ER =
∫ +∞

0
rhR(r)dr

=
2Γ(M)

vp/2Γ(p/2)Γ(M − p/2)

∫ +∞

0
rp

(
1 +

r2

v

)−M
dr. (A.40)

令t , r2/v, J(r → t) = (1/2)v1/2t−1/2, 则化简上式得

ER =
Γ[M − (p + 1)/2]Γ[(p + 1)/2]

Γ(M − p/2)Γ(p/2)
v1/2. (A.41)

因为R2
0 ∼ χ2

p, 所以

ER0 = E(R2
0)

1/2 = ET 1/2 =
∫ +∞

0

(1/2)p/2

Γ(p/2)
e−t/2tp/2−1+1/2dt =

Γ[(p + 1)/2]
Γ(p/2)

21/2. (A.42)

由(3.19)、(A.41)、(A.42)得

EZ =
Γ[M − (p + 1)/2]

Γ(M − p/2)

√
v

2
· EX.

由(A.39)式知
ER2 =

p

2M − p− 2
v. (A.43)

因为R2
0 ∼ χ2

p, 所以ER2
0 = ET = p. ¤
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Properties of New Multivariate Skew t Distributions

Generated from Skew Pearson VII Distributions

Wen Yangjun
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Multivariate t distributions belong to elliptically contoured distributions. However, they are symmet-

ric. In many fields such as economics, psychology and sociology, sometimes error structures in a regression

type models no longer satisfy symmetric property. Generally there is a presence of high skewness. There-

fore, multivariate skew elliptical distributions have been developed. In this paper, properties about known

family of multivariate skew t distributions are stressed. Linear transformations, marginal and conditional

density are given. Also moments are derived.

Keywords: Skew Pearson type VII distributions, skew t distributions, skew normal distributions,

density generator, moment generating function.
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