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摘 要 

本文简要地叙述了一维寿命分布粪引A的实际背景，基本性质．并着重介绍寿命分布与指数分 

布或几何分布的贴近性研究及寿命分布类的可括度界等问题．许多结果是新近获得的． 

§1．引 言 

60年代中开始，在可靠性数学理论的研究中 l入了具有某种共性的寿命分布类，例如失 

效率单调的类、新比旧要好的类等．同时，对这些娄的 性进行了探讨．这些娄的引进在不同 

程度上反映了老化或劣化现象，具有很强的直观背景 

设非负随机变量 卫 表示部件或系统的寿命，柑应的分布函数为 ( )一P(卫< )，t>O． 

记 一1一 ．用卫 表示 ≥ 的条件下部件的剩余寿命， (·)表示其剩余寿命分布，显然， 

V ≥0 

t )一P( 一 ≥ ≥ )一F(t+x)／F(t)， ≥0． f1) 

时刻 的平均剩余寿命为 
，∞  ，”  

( )一 ；l )dx=l ( )d ／ 0)． (2) 
U ‘ 

直观上有多种表示劣化或磨损的说法．例如，随 增大， 以后系统的剩余寿命减小或平 

均减小．数学上可表为 对 t随机减小，或 王t对 减小．若从“新比 旧好 这个角度来描 

述老化现象，则 Vx，y>O有 

P( ≥ + 互≥ )≤P( ≤ )． 

而“新比旧平均要好”则可表为 
r ， 

I P(X>~re+ ： ≥ )如≤I P( ≥ )却． 
J 0 ． u 

基于上述考虑，下面给出寿命分布类的定义． 

定义1 设非负随机变量 相应的分布函数为 ( 

本文得到匡家 自然科学基盒的资助． 

本文 1990年 l2月 日收到 
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1)若对固定的g≥o， ( ) 对 ≥o，则称F(或 )为失效率递增的．记作F(或 ) 

∈ IFR． 

2)若一÷10g ( )t对 >o，则称F为失效率平均递增，记作F∈IFRA． 

3)若 + ≤ ) ( )，V ， ≥O 则称 为新比旧好的分布，记作 ∈NBU． 

4)设 工一 <。。．若 ( ≤ ∽ V ≥。 则称 F为新比旧平 要好的分布， 

记成 F∈NBUE． 

5)设EX=l~<eo． 若 ( ) 对 t， 则称F为平均剩糸寿命递减 的分布 记成 ∈ 

DMRL
． 

6)设 丑 一 <。。．若 V >O， 

{ ] 出} ≥丢．V 
则称 F 为 阶新比旧调和平均好的分布，记作 F∈ 一HNBUE．若满足 

1‘10g— 出≥o，v ≥o J 0 i 

则称 F为 0阶新比旧调和平均好的分布，记作 ∈O-HNBUE． 

若上述单调关系反 向，则分别得其对偶类 DFR DFRA，NW U，NW UE，IMRL — 

ttNW UE，0-HNW UE． 

注记 。 

a．若 F有密度函数 则 F相应的失效率为 ( )一，( )／F(0． 困而此时 F∈IFR等 

价于 ( )t对 ≥o，以及F~IFRA等价于÷J。̂( )出t对 ≥o． 
b．1-HNBU]~(1-HNWUE)简记为HNBUE(HNWUE) 称为新比旧调和平均好(差) 

的 类． 

0．离散寿命分布类． 若把寿命相应的随机变量卫 限定于仅取正整数，可得离散寿命类 

的定义．记 — 一{1 2，⋯}， 一{o，l，2，⋯} 

P(工一 一，( ) ∈— 

F( )一．P(工< )一∑／r ) ∈ (约定F(o)一o)． 

F0)一1一F( )一．P(工≥ )． 

记 卫 的数学期望为 p，则 

一  ( )． 

按定义必有 1‘≤ ‘≤。o．我们不讨论平凡的情形．以下总设 1< <∞．记 

( )一 ∑ +豇) ∈ (8) 

下面给出离散寿命类的定义． 

定义2 设 为如上定义的离散寿命分布，则称 

1) 属于离散失效率递增的类，若 

九∞)一，@)／F )t，V ∈ lt 

●tl■ ●’ 
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记成 (或 )∈(D)IFR． 
】 

2) ∈(D)IFRA，若[ ( ) ‘对 ∈ ∥ 

3) ∈(D)NBU 若 (m十帆)≤F(m) (帆)，Vm，rb∈ 

4)设 一EX<co，称 ∈(D)NBUE 若 V ∈． ， 

( )≤F( ) 

由(3)给定． 

5)设 <。o 称 ∈(D)DMRL 若 

m( )一E(x一 l昱≥ )一 半( )／ 0)J对 ∈ 

6)设 <。o，称 ∈(D)HNBUE 若 V而∈ o 

( )≤(1-i／~) ． 

上述单调性或不等号反向时即得相应的离散对偶寿命类． 

由定义 1不难得出如下的真包含关系 

IFRA —÷ NBU ＼ 

IFR(， ~NBUE 0一HNBUE —HNBUE ⅡNBuE 
DMRL ／ (0< <1) 

— }k-HNBUE —'。o一ⅡNBUE． 

>1) 

_ DFRA NW U ＼ 

DFR< NwuE—c~--HNWUE—' 一ⅡNWUE 
IMRL >1) 

_ ⅡNW UE ⅡNW UE_ 0-HNW UE． 

(0< <1) 

寿命分布类的文献可以从 Barlow and Prosohan的书([8]，[9])，Bryson and Siddiquo 

([19])，KIofsj5([35])，Basu and Ebi~h／mi([10])中找 到． 近期的 可见 Deshpande等 

([28])．限于篇幅，本文不讨论多维寿命分布类．基本同样的原因，我们只列出了基本的文 

献． 

寿命类性质的研究大体上可以分为如下几个方面： 

1．1 可靠性运算下的封闭性． 

这里所谓的可靠性运算是指：卷积、混合、及组成关联系统．若记，为某一寿命类．即讨论 

a)若 ， ∈ 日= - ．问日∈施  
， 

这里 日( )一1，． 0一 )珏 ( )． 【u
- 

)若 ∈9K,VaEf． ( 是 r上的分布．问 
r 

F( )一I Fn( )d (。)∈斯 

o)若 。∈0 一1，⋯，n． 由 个具有寿命分 布 F1， 。，⋯， 的部件组成的关联系 

统．若记其寿命分布为 ．问 F∈新  

对于上面引入的绝大多数寿命类，这些问题都已经解决，为方便起见．列表如下， 

IFB 工FRA NBU DMRL NBUE ⅡNBUE 

(DFR) (DFRA) (Nw ) (IMRL) (NwuE) (HNWUE) 

卷 积 × x 一 × ×× × × 

·8I4 ‘ 
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挠 台 

组成关 

联系统 

× ／  

× × 

× 

× 

× X 

× 

× 

X × 

X X 

X X 

× 

× X 

1．2 冲击模 型下 的封 闭性． 

设系统在冲击环境下工作．用计数过程 Ⅳ(≠)记(0， 中系统所受到的冲击次数．设系统 

在受到前 次冲击后仍生存的概率为 ( )． 一0，1，⋯，F( )满足 

l—F(0)≥ (1)≥⋯． 

若记系统的寿命为 ，则系统在时刻 仍正常的概率为 

g(O—P{ ≥母一∑ P{Ⅳ(≠)一耐，P{z≥ IⅣf )一 }一∑P{Ⅳ( )一 F( )． 

这里研究的问题是：若 {F( )， 一0，1，⋯}∈(D) 0 为某个寿命类，(D)Jf表示相应的 

离散寿命类，闭 z∈嬲 也就是说研究离散分布的类性质是否被连续的寿命分布 Z( )继承下 

来的问题． 

最早的工作是Esary等([30])开始的．他们对 Ⅳ(≠)是PolSSon过程进行了讨论．其后对 

计数过程Ⅳ(≠)作了多种推 广．A-Hameed和 Prosehan([4]，[5])讨 论了 Ⅳ0)是非 时齐 

PoJsson过程及非平稳纯生过程的情形．Bloek和 Savits([14])考虑了相邻冲击的时间 间隔 

有 NBU，NBUE分布及其对偶类的情形．Klefsj6([34]，[35])分别讨论了纯生冲击过程的 

IFRA，DMBL等性质及冲击间隔有 HNBUE分布的情形．Neu％S([39])研究了冲击间隔有 

PH分布的情形．Shanthikumar和 Sumi．~a([41]，[42])作了进一步的推广． 

1．8 弱收敛的封弼性 

在寿命类中，讨论依分布收敛的封闭性及收敛到指数分布的充要条件是很有意义的． 

设 是某个寿命类，。 表示 中元素列依分布收敛的极限所成之类． 

Barlow和 Pr0 h8n([9])得到了 

IFRA={IFRA}z~． 

Basu和 S~mons([it])考虑了IFR类中的分布，在适当正则化后弱收敛到均值为 l的指 

数分布的充要条件及封闭性．Basu和Bha~aoharjee([12])对 HNBUE类进行了讨论，得到 

了弱收敛下的封闭性及收敛到指数分布的充要条件． 

1．1 寿命类的 I．S变换刻画 

V~nogradov([44])利用分布的 LS变换的性质给 出了IFR类的特征 刻画． Blook和 

Savits([15])给出了IFRA，DMRL，NBU，NBUE及其对偶的L8刻画．Klefsj5([35])给 

出了 HNBUE及 ⅡNw uE的刻画． 

设 是一个寿命分布，相应的 LS变换为 

西(s) l e一 枷 ( )． s≥0 
J 0 

令 s)一(_1) 音斋{上 }-s≥ -1，2，⋯． 
ao(S)一1 

+1(s)一s (s)， 一l，2，⋯． 

记 (s)一{ (。)，n—o，1．⋯}．不难证明对固定的s>O (|)I对 一̈0，1，2⋯．因此， (s) 

可以看成取非负整数的离散随机变量的生存函数． 
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由于寿命分布 F可对应于 (s)，自然可以研究这样的问题：若 F∈ ， 为某一寿俞 

类，问 (s)是否属于相应的离散寿命类(D)Y ．或者，讨论其逆命题．这方面的主要结论是 

定理 1 若 是寿命分布、 (0)一0．则 

∈ 串五(s)E(D)9f, ≥O 

其 中 为 IFR，IFRA，NBU，NBUE，DMRL，HNBUE或其对偶类中的任意一个． 

I．5 寿命分布 类 的 TTT变换刻 画 

试验总时间(Total Time onTedt、TTT)这个统计量在5O年 代初被 Eps％e~n和Sobel 

([29])用于指数分布总体的参数估计和检验中．Bar]ow和Oampo(D6])进一步弓I入 了试 验 

总时间变换这个概念．其后 TTT变换这一工具得到了广泛的应用．例如，在寿命数据的统计 

分析时帮助选择总体的分布{用来确定数据按年龄更换策略中的最佳更换时间；与计量经济学 

概念之间的联系及应用；以及用 TTT变换给出寿命类的刻画．文献见 ]3~rlow和 Davis([7])， 

Bergman 13])，Klefsj6([36]，[37])． 

记 是一个寿命分布．令 

约定 (1)一+。。 

定义 3 称 

( )一inf ： )>0， 0<t<l 

且 ( )一 ” (枷  
， 0< t< l 

J O 

为TTT变换．简记为 且-1( )．称 

如 ( )一且 ( )／且 (1)、O≤ ≤1 

为正则化 TTT函数，简称 ST函数．简记为 ( )． 

当 的均值 <o。时，显然 且； (1)一 ． 且 F( )≤1，V0<f<1． 用TTT变换刻画 

寿命分布类时有如下结果． 

定理 2 设 是一个寿命分布， 

1) ∈IFR 当且仅当 是 [0、1]上的凹函数 

2)若 非退化，则 EDFR当且仅当 是 [0，1]的凸函数． 

3)若 EIFRA(DFRA)，则 ( ) (t)对 0<t<1． 

4) ENBUE(NWUE)当且仅当 0)≥ (≤ )，0≤ ≤1． 

5) E DI~RL(IMRL)当且仅当 [1一 ( )]／(1--t) (t)对 0≤ ≤1． 

注记 

8．在3)中， ( )／舌 对 O< <1不能保证 EIFRA． 

b．对离散寿命分布可以相仿定义其 TTT变换． 

1．6 寿命分布与指数分布的贴近性研究 

在可靠性理论 以及其它的应用概率模型中，与 Po~Sson过程密切相关的指数分布占有 极 

重要的地位．其原因主要有两个方面．一是许多实际现象，例如某些电子元器件的寿命分布， 

事件相继发生的时间间隔等可用指数分布来描述．二是含有指数分布结构的问题数学上便于 

处理，往往能获得解析解．但是，指数分布毕竟有很大的局限性，许多随机现象不能用它来描 

述．因此，有必要研究某一寿命类中分布与指数分布间的差异问题．近年来此问题的研究很 

活跃．我们将在 §2中比较详细地进行介绍． 

1．7 寿命分布类的可靠度界 

在许多实际问题 中，我们往往不能知道寿俞分布的确切形式，而仅知道它是属于某个寿命 
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分布类，例如新比旧好的类．一个理论与应用上都有意义的问题是：对于该分布类中的任一分 

布 其可靠度函数 F(-I— )的上，下界是什么?即试图求出O≤ ( )≤ ( )≤l，使得 

( )≤F( )≤ ( )，V ≥O． 

这类问题在 §3中加以讨论． 

§2．寿命分布的贴近性研究 

设 ’是某一个寿命类．V ∈ ； 一 (F)<CO为 相应的均值．记 
一 1—8 p， ≥0 (4) 

为均值 的指数分布． 与指数分布的贴近性可 以提成：VF∈ 求 

d( ． )一sup【 ( )一e一 ． (5) 
t IJ 

我们希望求出这十最小上界，或者至少给出其非平凡的上界． 

首先．要找一个合适的量来度量 与指数分布之间的差异．注意到如下几／卜简单的事实： 

a)对一个有均值 的指数分布(4)，其二阶矩 一2 。．因此，若令 

P一1一告  (6) 

则P一0．但是、p一0不是指数分布的充要条件．例如!若取 

P(x=0)一r(x一2)一0．5， 

则有p(x)=0．这里p(互)表示相应于 的 p值 

不过，若我们把范围限于某个寿命娄．则有下面的充要条件． 

b)V ∈HNBUE(或HNWUE)，贝4 p=0当且便当F是一个指数分布． (见Basu和 

Bhatt~harj∞([12]))． 

o)若 EHNBUE，剜 )<。。．对 EHNWUE 我们假定 ( )<。。．此时进一 

步 有 

r1一嚣 ．O~p％0．5 若 EHNBUE 
P {，， 【 

一 1，O~p<oe，若 EHNWUE． 

d)若要 是一个寿命，即 为非负随机变量，则 P(罡)一p(cX) 这里c>0为任一常数． 

这表明 P值在尺度变换下不变．因此，除非特别说明，下面的讨论中都假定 一1． 

由n)，b)知，在相当太的寿命类(如HI~BUE或HNWUE)中，我们可以用 P( )来度量 

与指数分布之间的差异．一般讲p(F)越大， 与指数分布之间的差异越太． 

基于上述 8)一d)，我们的问题可重新叙述如下．设 ∈ ： ( )=1 记 

d( ，曰)一sup F( )一e 1． ) 

我们希望获得由P的简单函数表出的 d( ， )．或者，至少得到 d( E)的非平凡的上界． 

我们列 出近年来获得的一些结果． 

2．1 NBUE 及 N啊 UE 类 

对 ∈NBUE，Brown和 Ge([17])利用 Fourier分析的方法得到 

d( ， )≤ ～， ， 一兰~厂 一3．1287⋯ 
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Solovyev([43])利用分析与概率方法得到 

d( ， )≤√ 2pE1． 

Cheng及 He([2o])，Da]ey([ ])独立地得到紧的界 

d‘( ， )一1--6一 El--B～． (B) 

在 (8)式的证明中，0heng及 Ⅱe([2O])中利用了一个基本的 I理． 

引理 l 设 是任意的均值为 1的寿命分布． ≥O记 

G( )一I ( )( ， 一1一 ． 
u 

剜有 半( )一B～一I 8一n ’ ( )一半 )]如． J u 

通过 与 之间的关系，利用分析技巧证得了(8)．而 Da]ey([27])的证明较多地基于几何 

的方式 ． 

对 NWUE类，紧的界为(Ⅱ。及 0heng([32])，Daley(C27])) 

( ，可)一√P2+2p--P<1． 
2．2 DFB 及 IM BL 类 

对这两个类，Brown([16])获得了 

d ( ．E)一P／(1+P)<]． 

两个较简单的证明可见 He及 0heng([32])，Cheng及 tie([2O])． 

2．3 DM RL 类 

0heng及 Ⅱ0([21])获得了紧的界 

d．( ， )一2p(1-e )E1—日一． 

2．‘ Ⅱ NBUE 及 ⅡNW _盯E 类 

Cheng及 Ⅱe([2O])，He及 Cheng([32])对这些类进行过讨论，但最好的结果由Daloy r 

([27])给出． 

2．5 IFR 类 

对 ∈IFR，Solovyev([43])得到 

d( ，曰)≤1一√ l一2p一1一 ／ ≤1 
这里 为 的标准差． 

Brown([18])得到 
d( 可)≤2卢E1． 

Cheng及 Ⅱe([2o])得到略好些的结果 

d( ，E)E1一exp(一 — )‘≤1—日～． ⋯  ， 

其后进一步改进为：V ∈<IFRA}n<DMn5}， 

1--oxp{一1+√1～2卢}≤d( ， )≤(1一e (一2p)}／[2(1-P)]． 

见Cheng及 Ⅱ。([22])．最近，对 IFR类获得了 dC ， )的隐式表示，从而问题彻底解决．见 

Cheng及 He([23])．一个有趣的结果是 若 pE0．4262 则 

d( ， )一1 8xp{-1+√ 1—2p)． 

数值计算的结果表明，当pE0．485时上式仍成立．而当0．485<p<0．5时，d ， )与其右 

端的上界的绝对误差小于 0 04． 

2．B 离散分布与几何分布的贴近性 
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记 9为离散寿命分布类． 

9-伍 ：P( 一 )一，( )≥O， ∈。∥ ∑ ，0)一1]-． 

y∈9，是一个几何分布的随机变量，即 

P(I，一 )一 垡 ， ∈ 

， if> 0， + 一 1． 

在离散寿命类中，几何分布的重要性如 阿指数分布在一般寿命类中的地位一样．0h~ng 

及 MB([26])考虑了如下的贴近性问题：V ∈9，丑 — (不妨约定 1< <oo)，求 

A( ，y)一sup1 P(丑≥ )一P(I，≥ )1． 

这里 y是均值为 的几何分布随机变量．我们采用 

一  针 岛一 (盖 1) 
来度量离散分布与几何分布之间的差异．有如下简单事实 

r t 0~-<0·5 若F∈(D)HNBUE 

“ 1 一1，o≤ <。。 若 ∈(D)HNWUE，且№<o。． 

b)若 F∈(D)HNBUE(或(D)HNWUE)，则 “=0当且仅当 是几何分布． 

对常见的离散寿命类，有如下初步结果． 

定理 8 

8)若 ∈(D)玎江BL，砒 (丑，P)≤ ／(1+ )． 

b)若 盖∈(D)NW UE，则 f王 y)‘≤√ 缸一 ． 

o)若 ∈(D)NBUE，则 (X．y)‘≤缸． 

对其它的类，如(D)DMRL，(D)HNBUE，(D)HNWUE等也有一些初步的结果． 

2．7 贴近性 结 果的应 用 

分布间贴近性研究有许多应用．现用生灭过程首次进入时间的倒来说明． 

设 {Ⅳ( )， ≥0)是一个生灭过程．满足 Ⅳ(O)一O， 

PtⅣ( +矗)一 十11Ⅳ( )一 = +。(矗)． ≥O 

tⅣ({+矗)=k-I-IⅣ( )一砖= +。(矗)， ≥1 

若记 — 为从 一0开始，首次进入状态n的时间长度 (s)=Eexp(一趼)，s≥O为其相 

应的L8变换．由生灭过程理论知(王梓坤[1]) 

(s)一Ⅱ (9) 
其中 >O， 一1．⋯， ． 

(9)表明 f的分布是 n个参数分别为 岛，⋯， 的指数分布的卷积．因此 f∈IFR． 

若记 五(S)一1／ (s)一1+C15'+e s暑+⋯+。 ， 

：91II有 ( 一面f—cl， 尝=P( 
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这里 P )一1一 ． 

由生灭过程理论知， 

( )一 赤  ， ( 。) 
其中 

0—11目 一 兀 ， ≥1 (Ⅱ) 
=I ‘+1 

而 

。 ∑ 一∑ ( ) ， (12) 

由 IFR分布与指数分布的贴近性结果． 

( ) ( )> 一B ≤去(1一B一2户)／(1-D)， (13) 

这里 P—P(f)． 

我们用一个简单的例子来说明(13)给出的界相当精确． 

考虑一个 3一ou 0f_5(F)可修系统．系统由同型指数寿命的部件组成，部件失效率 一1， 

修复率 一 ．系统中有 2个修理工．定义 Ⅳ( )一时刻 系统中失效的部件数．此时{3，4， 

5)是失效状态集，设 Ⅳ(0)一0． 故系统首次失效时间为 — (3)． 此时按生灭过程模型 有： 

一 5，̂ 1—4， 。一3， 1—2O， 2—40，Oo=1，01=0．25， 2—0．025， h一0．2， I一1，45， (3) 

一 18．45
． p(f)=3．525 x10一。．因此按03) 

I ( 18 45>廿一B l≤3．鞠5x10～． 

于是，例如有 0．8464~P{v>3}≤0．8534． 

§3．寿命类的可靠度界 

对于某个寿命类中的任意分别函数 F，给出其可靠度 的上。下界具有理论和实用上的 

价值．在这类问题的讨论 中，通常假定 F 的某些阶矩或分位点的值已知． 

对于 IFR，IFRA 及其对偶类的可靠度界的结果可 以参 阅 Barlow 和 Prosehan([8]， 

[9])的书．典型的结果有 

定理 4 若 F∈IFR，均值为 ，则有 

，≥ 即  ≤ 

其中 "一叭  )>O是下述关于"的方程之根 

i- ∞一exp(一" )． Oa) 

在已知 F的均值及二阶矩的条件下 对 ∈IFR或 DFR时亦已进行过研究．列出关于 

DFR的结果． 

定理 5 设 F∈DFR，均值为 ，二阶矩为 ．则 V ≥O 

《 ，≤ 
6- ， 

这里 P一 一I>0· 
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对其它分布类有 

定理 6 设 F的均值为 则 

8)若 F∈IFIRA，则 

{ ’≤ ，≤{ 
其中"由(14)解 出 一 ( )> 由下式解 出 

6( 一 )一exp(～6 )． 
b)若F∈NBUE 则 一 

F，1)91一 ／ ， ≤ ． 
o)若F∈NwuEJ则 

≤ ( 
d)若F∈HNBUE，则 

{ ≤ )≤{ ( 叫 
其中 一 ( )>O是下述方程的最大正根 

(a— + )B。 一 + 一0． 

e)若 F∈I~NBUE，则 V ≥O 

o<F(t)≤ (1--e一 ． 

文献见 M~rshall和Prosohan([38])，Haines和 Singpurwa1]~([31】)，以及KIe坷6([36】)． 

对 NBUE及 NWUE的可靠度界 的改善见 (Jheng及 Ⅱe([。1]) 对~-HlffBUE及扣 

甘NwuE(O《 <。。)的结果见 Ohong，He及 Hu([2酗)．已知头二阶矩情形下，IFRA类中 

可靠度界的结果见 He及0heng([33])． 

§4．结 束 语 

在寿命类的研究中，本文未涉及到 

1)多维寿命类研究． 

2)寿命分布类中的统计问题．例如，如何利用数据来自某个分布类的信息柯造更合适的 

统计量{如何和J用数据检验它来 自哪个寿命分布等． 

目前关于寿命类性质的研究还在深入进行．例如，不断有新的类提出(曹晋华、吴燕鸿， 

【2])．这些新的类提出后，往往总要回答它在原有结构中的地位(包含关系)，以及 §l中列攀 

的各类问题．通过这些研究，大大地丰富了寿命类的内容． 
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