
应用概率统计 第十五卷

第一期 ���，年�月

�������� �����、�� ��������������������

�����
�������� ���

�

����
�

�
，

��� ����

集值马尔可夫过程的定义及其相关问题

郑 静 朱 作 宾
�安徽师范大学

，

芜湖
，
������� �宁波大学

，

宁波 �������

摘 要

本文从集值马尔可夫过程的最简单定义出发
，

讨论了它的一系列等价命题
，

证明了它与已有
的两种定义的等价性

，

并就集值随机过程与其数值特征过程的马尔可夫性的关系进行了讨论
，

完

墓了只右的结奥
�
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集值马尔可夫过程的定义及其等价条件

如同马尔可夫过程在随机过程理论中的重要地位一样
，

集值马尔可夫过程在集值随机过程理

论中的重耍性是毋容置疑的
�

但由于种种原因
，

到 目前为止
，

集值马尔可夫过程能见到的研究成

果不多
，

就连它的定义
，

至今未能有统一的处理
，

使研究工作感到困难
�

本节从最简单的定义出

发
，

在相当宽的条件下
，

证明它与目前见到的两种定义的等价性
，
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定义 ���� 设�凡�

�‘，�几

一一�七 任�
，
�

�任 ��是 �����殖随机过程
，

若对任意有限个 �� � �� � … � �。 一 � � ‘ ，

及 “ � 。 ��
�

�
，

都有

��凡
。 。 ���

，
�凡

。
��� ��凡

， 。 ��二���
二 一 �

��
�

·

�
·

��
�

��

则称�凡
，
�任 ��为集值马尔可夫过程

，

简称集值马氏过程
，

条件��
�

��称为马氏性
�

下面的定理是基本的
，

它证明了定义�
�

�与川
、

���的马氏过程定义的等价性
�

定理 �
�

�� 设�凡��任 ��是马���
一
值随机过程

，

则下列命题等价
�

��� �凡��〔 ��满足��
�

���

�����
，��，� 对任意的 � 。 ￡���

， 。 �凡�
，
����

， � 七 ‘， ” ，‘ 〔 �，

有

����从」� ���】，�凡�」， ��
�

��



������
�� 对任意的� 。 ￡��‘

一

�
，

� ‘ ，
����

， ‘ 任 �，

有

����从�� ���】。 �凡�」， ��
�

��

证
�
�����井 ����显然

�

����冷 ���可用��】定理 �
�

�

得到
�

下面证明���井

�一� 对任意
。 全

�����
�

分以下五步
�
设���成立

�
， 。 ，

�〔 �，
� 〔 。 �人�

，

有

的方法及实值随机变量的条件期望的平滑性

则

���� 〔 �】���� ���� 任��。 �����
�

�
�

�
�

��
�

��

�二� 任给有限个值 �三 �� � �� � … � 鲡
， �� 〔 �，

�� 任以���
，

有

����
。 〔 姚

，
�� �

，…
， 。 ����� ����

。 〔 姚
，
��� �

，… ，���。 �����
·

�
�

�
�

��
·

��

�三� 任给 � 任 � ‘ ，

有

����从�� ����，�凡��
�

� �
�

��
�

��

�四� 任给�任 �
，【。 ，

� ‘ ，��尤�
，

有

�����
‘
�� ����。 �凡��

�

� �
�

����

�五� 任给 � 。 ￡��几
，
� ‘ ，

����
，

有����从�� ����。 �����
·

�一�
、

�二�
、

�三�的证明完全类似于���对实值马 氏过程所用的方法
，

不再重复
�

现证明�四�成

设�任 �
’ 【几

，

�，，

����
，

因�可分
，

故存在�值�� 可测简单随机元列���
‘ � 。 全��

，

使

�】�一 几���一 �
，

�
，‘
一 ���

·

对
宁���

，‘ 七 �
，

设�� � �
� 、 ��，

， 、 ，

这里 ��
，、�，

无� �
，
�

，

�� �

积分定义及�三�
，

对任意 � 〔 从
，

· ，，，�。
�是 ‘�的一个万

’
可测分割

�

由���������

关����，
一

，

溉关
“ “ ·

溉誉
一

小
。 � 、

溉恿
‘ ，�“

恶愚
‘ � “

�‘�一，从�办 · ，

溉惠一人
���

，�

…���，�、

〔 “ · 。 �

�丁‘凡��“�一溉人
〔���，·‘��，，“�

·

�
了九了人

关
‘，〔 ‘、 �‘·�凡�卜 〔�，，·�。 ��日、 �

五
，�、 一 ，��“�一

�
，

�
��

一
�

关
�’��一

关
〔�‘，口‘凡，’�”

，

由� 任从 的任意性
，

�四�得证
�

�五� 设 � 〔 ￡车�‘�
，
�，，

���」， 由���定理�
�

�知

〔�尸�从」二 ����〔���从】 � �〔 玲�
�



于是由【��定理�
�

�
�

�知存在���
，� 〔 斗

， � 七��
，

使有

�【��从〕� �������
。
�从〕 � ，‘ 七 ��

，

同理知存在�几
。 〔 斗

， �� 全��
，

使有

�【��，����』� �������
�。
�。 �凡�

� ，�全 ��

记�人
� 。 之�� � ���

。 ，

介
。 � � 之��

，

由�四�可得

�【��从�� ����【几�从�� � 七 ����
����【几�。 �凡�』� ，�

七��� �【��，�����

�五�得证
�

注
�

由定理�
�

�可知
，

由定义�
�

�出发
，

在不附加条件�如�
‘

可分�下
， 【��、

����的相应等价命题

都能成立
，

因此定理�
�

�也是 【��、

���相应结论的推广
�

铃
�
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��韶下 � 若三 莎子打�

丙子�之万歹票习
�”

�一 �

一 �。
���

但

�一迁
盖

�

��。�
�十， �

击
�。�

�
一 。�· 川，子节 � 石兰 百者书�

以�� 石三告�

故�呱
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，
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取
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�

为建立集值马氏过程与其距离函数
、

支撑函数过程的等价关系
，

先给出两个引理
�

引理 �
�

����� 设�
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，
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�
，…�� �
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�� �

��
�
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“ ��

。

脾���条件加以推广
�

引理���
，
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‘
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，

��亨
， ‘
茎

，… �是� ‘
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，

则对任意的� 任崎
。 【斌 ��

，

有

。 ���� 。 �。 �
�
丈

，
��

， ‘ 全 ‘�� �
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�
墓

，
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�� �

��
�
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证
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�

则对任意的�� 任 �
‘ ，

城��
，
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，

故

，�，�
�
芯

，
��

，
�全 ��〔 。 ���

�

另一方面
，

因�
二
室

，二茎
，…�是� ，

的可数稠集
，

取定叹
，
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�

�
�

��，

��
二
丈

，、 �� �
二 � � �

妻
，� �三 。 �
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丈
，
��。 ���
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，
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�
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，
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，

��
，
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�
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�

�
，
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�
笼

， ·

��� ��。
，�
�任 � � � � � 任 ��

二
丈
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，�。 �

�
笼

，
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，
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，

故
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�
丈
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� � � � 。 ��
�
完

，留��。 。 �。 �
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�� �

��叹
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二
丈

，
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，
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因 �取值于 �，。

���
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�

�
，

对 田 〔 。 ，
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二 。 �� � �
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二
丈

，、 �



故 �关于 ，
�
。
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即 。 ���� ��
，
�
二
鑫

，
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，
�全 ��

�

引理得证
�

定理 �
�

�� 设�凡
，
�〔 ��是�，���值随机过程，

则它是马���值马氏过程的充要条件是

����
二 �，

凡�
，
��

��，
凡�

，…�， �任 ��

是以���
，
���为状态空间的马氏过程

，

其中�
二 �，二�，

一 �为� 的可数稠子集
�

证
�
令���

，。 �� ���
二�，

���。 �
，
��
��，

凡�。 �
，…�， 。 〔 。

从 � ，���
�， ·

�
， ‘ 三��

，
�任 界 ��

�

��

方
， � 。 �、�

�， ·

�
， 。 全 ��

， ‘ 任 �
�

��
�

��

必要性
�

任取石任 �
’
脾

，

凡
‘ ，

����
，

由引理�
�

�
，

。 �凡�� ，�“��
， ·

��
，

从 � 风
，

万， � 凡
，，

��
�

��

故�〔 ���。
，
�，，

����
，，

因���
，
�〔 ��为 �����值马氏过程

，

由定理 �
�

�
，

��万����� ��石�
。 �凡��

� �
����

由��
�

��
、

��
�

��得 〔�‘�风�� 〔�石�从�� 〔�￡�。 ������ 〔�石�。 �“�����
。 �

，
�

再由定理 �一知�“��
， ·

�
，
�� ��

是以���
，
召��为状态空间的马氏过程

�

充分性类似可证
�

定理���� 设�
’

可分
，

�嵘
，
秃七��为�

‘

的可数稠子集
，

���
，
�〔 ��是 �了

。

���值随机过程
，

则

�凡
，

比 科是马氏过程的充要条件是
�
��城对

，

凡�
，

以
二
鑫

，

人�
，…�， �任 ��是以���

，
�勺为状态

空间的马氏过程
�

证明完全类似于定理�
�

�
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