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摘 要

本文详细讨论了获得混料均匀设计表的三种方法—变换法
、

迭代法和循环拉丁方型方法
�

作

为迭代法的结果
，
在附录

，
本文给出了试验次数为 �‘ 。 ‘ �� 的改进后的混料均匀设计表

�

荟�
�

引 言

混料设计又叫单纯形设计
，
其试验区域为单纯形

，。
一

干
二一 �

二，， 二�， … ， 二。

��全
二‘ 一，， 二‘� 。 ， ‘一�，

�
， … ，

�
�� �‘翻� �

��
�

��

棍料设计的主要任务是在 �
�

上设置试验点
�

关于 �
。
上试验点的设置

，
����任�提出了单纯形

网格法和单纯形重心法���
�

〔�� ， 〔�〕�
�

前者是在 �
，
上打网格

，
以网格点为试验点

，
后者以 �

�

的重心及其低维边界面的重心为试验点
，
王

、
方在 〔���中提出另一种在 �

�

上设置试验点的方

法
，
这就是本文将要详细讨论的变换法

，
即混料均匀设计的一般方法

�

混料均匀设计的甚本思

想是对给定的每因素的水平数 。 ，
在 �

�

上找出 。 个最有代表性的试验点
，
即在 �

�

上散布最均

匀的 。 个点
�

与单纯形网格法和单纯形重心法相比较
，
混料均匀设计的试验点设置更具代表性和灵活

性
，
而且试验点数即试验次数较少

，
与每因素的水平数 ， 一致

�

相对于混料均匀设计
，
��」中讨论的均匀设计称作矩形均匀设计，

因它的试验区域都是矩

形
�

就矩形均匀设计表 ��何�而言
，
其试验区域相当于��

，

司
�，

这里 �是因素个数
， ， 为每一

因素的水平数
，
也即试验次数

�

当 。 ��� 时
，
本文将沿用王

、
方在 〔���中提出的以矩形均匀设

计表���记�为基础
，
通过变换而获得混料均匀设计表的方法

，
即变换法

，
这将在第 �节中讨

论�当 �叹 。 叹��时
，
变换法产生的混料均匀设计表的均匀性较差

，
本文提出一种迭代法来改

进它的均匀性
，
从而获得较均匀的混料均匀设计表

，
这将在第 �节中讨论

�

在第 �节中
，
本文

将简要介绍循环拉丁方型方法
�

夸�
�

变 换 法

王
、
方在���」中提出了基于矩形均匀设计表获得混料均匀设计表的方法一变换法

�

其基

�
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寸 � 本思想数论方法的味道较浓
�

本节着重从随机向量函数的分布理论的角度出发
，
导出完全一

致的变换公式
�

随机向量 劣一 ��
�，

�
�， … ，

了��
‘
在区域 刀��

‘
上均匀分布

，
记成劣、 ��刀�

，

石的取

值记成
二 � �

二� ，
勿

， … ，
几�

’
�刀

，

其密度函数为

众�
，�二������ ��

·

��

其中����表示区域 刀 的容积
�

为了叙述变换法
，
我们先给出以下定理

�

定理 ，
·

� 如果随机向量 牙一 ��
�， ��， … ，

�
。 一�
�
‘、 ����

，
�〕’ 一��，变换竺一 ‘ ���， 其中

，二�勿
，
勿

， … ， 二�

�
’ ，
好� �叭

，
婉

， … ， 。 。 一�
�
’ ，
且

娜一�

，‘ 一

只
“
圣‘

’ 一，
��一

“矛‘
’ 一‘
�
， ‘一�， “ ，

一
‘ 一�

日一�

气 一县
“
厂

‘ 一，�
��

�

��

�
诸�����‘�

口

则老一��互�、 ���
�

�
�

证明 易求得变换 � 的雅可比为

��呀�一寸丁���一���
，

故由随机向量函数的分布理论
，
得

�一���红�一�‘�竺����‘ ��
�

于是 了��乡一 ��一����创丁 一王������

即 劣� ���
，
�

�

由定理 �
�

�
，

可知
，
如果 。 个点

热� �。
��， “ 。 ， … ， “ ��。 一���

’ ，
无二�

，
�

， … ， 。

在��
，

��
’ 一�上均匀散布

，
这时这 ， 个点可看成��

，
�〕卜�上某均匀分布随机向盆的一个特殊抽

样
，
因而由

�
��‘一 � 。 奏犷

一���一 。 乏�
‘ 一 ‘
�

，
喀��

，
�

， … ， �一�

�一�

知一
只

“
珍

一，
��

�

��

孟二�
，
�
， … ， 妈

得到的 。 个点
二、 ��二

��， 二。 ， … ， 二�。

�
’ ，

无��
，
�

， … ， 、

在 全
�

上均匀散布
�

类于矩形均匀设计表
，
称

��
�

��

城�成
�…城︸矛夕了‘������、、

一一��
肠�召

为馄料均匀设计表
�

我们知道
，
由 〔��获得的矩形均匀设计表 �

。

恤，�中的试脸点在试脸区域��，

司
’
上均匀散

布
�

当 。 为奇数时
，
令

� ��， �



。 。 、 ，
�。 �一�

。 �，�
一

���
� ，

��
�

��

其中

干
�“

‘��夕

二无�’ 一�
����，�

，

夕��厂�
， … ， ��无��

，
�

， … ， ， 一�

�，，

夕一�
，
�

， … ， �
� ��

�

��

当 ，为偶数时
，
划去 �伽��，、 ��司中最后 一 行 即 得 到 ��

�

���
�

〔习中表 �
�

�和 �
�

�给出了

�喊 。 ‘ ��
，
�‘ �喊 。 ����时相应于 ，， �的 �，

可供查用
�

因 。 由 。 、 �决定
，
故可将 ���

�

��� 简

记成 ��洽
�

令

�
” 、 ，一��

， � 。 一���。 一卜�粤
乙
寻�

一�。 。 �
。 、 �

�
��

�

��
场妙…练����了产产、、、

暇

则易证 纵
，
如

， … ，
卫
。

在��
，
��

�

上均匀散布
�

在 〔���中，
方开泰教授建议采用

‘
一��

一�
��

�

��

、、、、������了夕矛纵绒…纵

代替��
�

钓中的�。
。 �

从统计意义上来说
，
纽

，
如

， … ，
蜘 并不严格在��

，
�〕， 上均匀散布

�

但从

直观上或 ��� 意义上���它的定义将在下节给出�
，
妙

，
如

， … ，
野

。

确实比 勿
，
男�

， … ，
忍

，

在

��
，

��
�

上散布得更均匀
�

本文的全部结果以��
�

��为基础
，
综上所述

，
可得变换法如下

�

① 给定 。 、 �查��」中表 �
�

�或 �
�

�得到 ��

② 利用��
�

��
、

��
�

��计算 �
，�，
�
�
�即 �

。 只��

⑧ 利用��
�

��计算风
、 �，
令 尸

。 ��一�介��
。 、 ��

④ 利用��
�

��
、

��
�

��计算 习�
，������，其中的 “ �，用 �

、�代替
，
即得 习�

。 火�，��》�见��
�

���
�

�一』丝胜生卑透凹胜生， 。 尸里丝经已望述巡主竺色一

�
�

� ����

。 、 、
、，，、 ‘么

� � � 、

�
�

。

�

� 。

�’��
�
��
�‘几

���一嘴几�
��

�

�
� 、

�
沽。

���
�

�
�

�

认二
’

图 �‘�和 �
，
�分别给出了 召�

。劝

绘图
，
可以看到当 。 ���时

，
召�

。 ‘ �����

���
�

�
�

�

和 厅���
、 。
的试验点在 �。

上的散布情况
�

利用计算机

中的点散布得很均匀
，。 喊�� 时均匀性较差

�

，�� �



育 价

夸�
�

迭 代 法

上节谈到
，
��，‘ �� 时

，
泞�

。 只 。
的试验点在 �

。
上散布得不是很均匀

，
有待进一步均匀化

�

衡量点集均匀性的指标除了点集的������ ��������
�

�����外
，
还有一个常用指标—点

集的 �������� ������ ������
�

一般而言
，
��� 越小

，
相应的点集在区域中散布就越均

匀
�

点集�今�森
�
在区域 � 上的 ��� 定义为

， 二 。 。 ， ‘ 、 � 。 、
� �

���万石又�少少私�
，
刀夕�气于下节� � �

�� “多 一分 “一 。 万
犷 又刀夕�� �一 ‘ � � �

��
�

��

其中����是区域 刀 的容积
，

���一 “ �
’ 一
甚俩

一时
’ ·

令
刀

‘ 一�王任����‘ 一 。
‘
��喊��王一 。 ，��

，

了一�
，
�
， … ， ” �

么��
，
�
， … ， 怜

则

��
·

��

、 二。 。 ， 。 、 �
二

、

石 ���
‘ 、 、 二 。 。 ， 。 、

雄�西又�� ‘少卜�
，
刀�� 后翻 下��下下丁����几又牙‘

，
刀‘�

。

‘。 � 犷 戈�
‘
户
夕

��
�

��

令

引理 ��� 设 刃���刀�
，
刀荟一妙

，

则

����必
，
��一聚毋����“

，
�� ��

�

��

由此得

定理 �
�

� 设��击二
�
是 � 的一个分割

，
而

�忍
‘
八” ，一价

，

“ ，， ‘ ， ’一 ‘ ，
�
， ’ “ 】 ”

旧刀‘ 一刀
��

�

��

而石一���
‘
�
， ” ‘ 一�劣

‘， ‘一�，
�

， … ， ” ，

即

�����种
‘
�乳

，，
��� 】〕����

您一〔 � ‘
�����经

‘
�乳

�， ��
�

��
�

��

‘��，
乳 � 。几

��
�

��的划分近似满足条件��
�

��
，
因此

，
我们可用定理 �

�

�和点集 �色���� 获得均匀性比

�自�
‘
之好得多的点集�妙�乳

，�

获得均匀性比点集 运
‘
�益 好得多的点集 �妙�益 的关键问题是如何求得 脚 一刀万

‘ ，

劣
‘
�

���
‘
�
，
感��

，
�

， … ， 。 �

从��
�

��可以看出
，
�‘
是极其不规则的

�

显然
，
可用 ����� �����方

法
�

为了提高效率和精度
，
本文采用准 ���加 ����� 方法

，
即数论方法

�

设在 刀 中用数论方

法均匀散布 � 个点�“ �畏
�

���
·

�����
，

则按��
·

��计算落入 �‘
的点

，
记成艺

‘，， �一�
，
�
， … ，

�
‘，

‘一�，
�

， … ， 。 ，

艺 �
‘ ��

�

然后取

。 ‘一

贵忿
，一或 ‘ 一 ‘ ，

�
，

一 ��
�

��

代替 脚
，
感·�，

�
， … ， 。 �

由定理 �
�

�
，

只要 � 充分大
，
就有

�����经
‘
�益

，

��成�����。
‘
�几

，，

刀�

即 �必���� 在 刀 上的均匀性不劣于 �外�彻
�

令

��
�

��

�一�一�����必
‘
�益

，
��������。

‘
�彻

，
�� ��

�

��

� ，�，，



则 刁���

综上所述
，
可形成如下的迭代算法

�

① 给定 ����如取 占一�
�

�� 或 �一�
�

����和 � 中的点集�纷�简
�

② 由�自�益 按 ��
�

��产生 � 的一个分割��
‘
�几

�，

在 刀 中用数论方法均 匀散布 � 个点

�，，汽
，

并按��
·

��计算落入 �‘
的点�

。了， ，一�， �， … ，
�

‘， ‘一�，
�

， ·

… 。 ，

鑫
�

‘ 一�
�

③ 用��
·

��计算 �必
‘
�孔

�，

用��
·

��计算 刁
�

④ 以场���
�
代替 �汤�几

�
返回② 直至 刁��为止

�

顺便指出
，
上述算法与聚类分析中的卜�����方法十分类似

�

文献 〔例指出，
正一�����方

法是收敛的
，
从而本算法也是收敛的

�

在上述算法中
，
�汤�乳

�
的均匀性极其重要

�

令 刀��
，，
设 �从�乙

�
在 �

�

上均匀散布
，
取 夸�

中所得的���
�

的， 个点作为 �分�简
，

则按上述算法
，
可以得到 �

�

中均匀性好得多的点集

�纷�益
�

图 �
·

�是以 ��
��� 中的点作为初始点集

，

利用上述算法经 �次迭代后获得的点集在几

上的散布情况
�

记新点集为左习�
�

��
，
�

�

上的的�
����网格点集记成 �召�

�

��
�

与图 �
�

�相

比
，
可见图 �

�

�中的 �一召����
在 �

�

上的散布比 习���
�
要均匀得多

，
布局也合理得多

，
从 ���

角度来看
，
���闷�

�、 �， ��
�二�

�

����
，

而 ��� �通
�习�

���， �����
�

����
，
后者要小得多

�

图 �
�

�是 通一泞�。 。
中的点在�� 上的散布情况

�

� ，

。 �

鑫竺夕旦鱼旦鱼旦 �笙昌旦�茎旦
产� 「一一一

一
一— � 一一一一飞一

一一—
�一一 一

。 �一�����日 �� �����
‘ 亩 ����������������

�
�

匕 �
。

�

�
�

�

﹂��集�
�

点� ‘
一 �

少
。 。

�

一 。 。

议 �
。 ·

�

�厂
。 。

当 ” 二 艺瓦

���
�

�
�

�

���时
，
如 。 ��

，
�

，
�

，
��

，
��等

，

� �

���
�

�
�

�

通一习�
。 、 �
在 少。

上散布情况非常类似

于 �������的单纯形网格设计���
�

����
，

所不同的是���习�
， 、 。
较 ����任�网格点内移了一小

段距离
，
以使 ��� 更小

�

图 �
�

�是 ����登�的单纯形网格设计当
。 二�� 时网格点在 �。

上的

傲布情况
，
而图 �

�

�是 �一习�����
中的点在 少�

上的散布情形
，
可见其异同

�

� �

车业竺丝卑芝全垫迎气
�华岌些史些乏生里竺壑旦

一

�
。

� �
。

�

�

�
。

�

�
� �

� �

‘�

�，‘

甘砂��
�

万��
�

�
�

�
� 月�口

�
��度

�

�
。 ‘



寸 � 有一点值得一提
，

���夕�
。 、 �
形成的点集在 �

�

上较 习�
。 、 �
均匀

，
是牺牲了某些因素的水平

换来的
�

如 �一习���
、 。
每因素的水平数是 �

，

而非 习�
�。 、 。

中的水平数 ��
，
这一点可从图 �

�

�看

出
�

因此
，
如要保证每因素的水平数

，
就不要片面追求试验点集在试验区域中的均匀性

�

在附录
‘

我们给出了 �、 。 、 ，�，
�、 �、

�

架井时 �召矶
��

表
，
仍记成 习�

。 ��

的形式
，
可供

协��� 门、 �
” �

� 叫
刁 一 、 ’ 一 、

一
， 一 、 一 、

�
尸 �

一 � � �
�

�
，
�

’ “ �
’

一 �
�

�
‘
护 �， 歹

一 ，

一

实际工作者参考
�

圣�
�

循环拉丁方型方法

利用前两节所讨论的方法
，
可获得混料均匀设计表习�。 ����� 或 滋一召�

�
双�

���
，

但其中的 �

必须满足
�、 �、

宁

宁��。 一�

��
�

��

��
�

��

时
，
找不到相应的混料均匀设计表

，
其原因是所用方法的基础—矩形均匀设计表 �

。 、 �
中的

�必须满足条件��
�

��
�

张在 〔��」中给出了满足条件��
�

��的不完全拉丁方型矩形均匀设计 表

���。
，，

因而利用前两节的方法
，
我们可 以给出满足条件��

�

��的混料均匀设计表
�

当 �� 。

时
，
利用循环拉丁方型均匀设计表获得混料均匀设计表

，
方法十分简单

，
这里略作介绍

�

称

�瓜�外���瓜�
��， �，， … ， �，

�

�一�

��
�

��

‘��甸︸年
�，一�口�二

�奋������
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