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�

��式各和号内的部分
�
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，
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，
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�

其中�取值在 �����
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。 一 ‘��，
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，
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艺
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，
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，
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�

��� ��乃
，
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��
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，
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���
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艺
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方
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��
� ， 、 ‘

乞一 �

� 一 �一 � 一 �

�一 �一 � 一 �

� 一 �一 � �
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子

乞一 � �一 � 一 �

刀飞 一 � �
，
了

��
�

��

��饥 一 �一 � 一 ���
�����一 �

，
�一乞���

� �
���

�����一乞一 ���
，

�一 �一 ��

�
�������

，
�一 �一￡���

�
�一 该� �

� 一 �

�一 落� �一 �

�
丫︹

�乞� �
，

… ，
������ �

，� 一 �� ���
�

令

��﹀八
宁�

卜勺
盯�� �

△妄��
�一 �

� 一 �

� 一 �

� 一 �

�一 �

，刀 一 �
���

�一 乞� �一 � 乞一 � �一 � 一 �

�
�

�
、、、
�
�

���

�乞�

��、一

�
�△宝��

�

�几

△丢
，‘ ，‘

� 一 �一 � 一 � 刀飞 一 �

�一 乞� � �一 艺� �一 �

�

葱一 �

饥 一 �一 � 一 �

�一 �一 � 一 �

饥 一 �一 � �

尹

�
、�‘、、、

�

�
产、

�
产产

�
、�

�
性、、
�
产、 、矛�了了‘、、产了‘、、

一一一一

牙
矛

�
、、
�
�△巨，‘ ，‘ � �

� �

�一 艺� � �一 葱� �一 � 艺一 � �一 � 一 �

� 一 � � 一 �一 � 一 � 刀�一 �

︸从

声
�了、、�
�
、、、、，�、 、�矛产

将 ��
�

��
、

��
�

�� ��
�

��
、

��
�

��和 ����结合起来得

�����毗
，
�� � 艺 △宝�营� �� 一 无�� △签。营� �

�����
，。 一����

艺
����二一�

，
无一 ‘���

艺 崎
‘，‘
砖

��� 落�� �二�

�����一
�一￡��，。 一�一 ��

艺
�������

，

二一
�一派���

����介��
，�一儿�����

�
���一�

，
无一该���

艺 艺 �� 一 �一 ￡� ��

���石少十

落�� ���

�
�����一

�一￡��，
�一 �一 ��

艺
�������

，。 一 �一 ‘���

△轰，‘，‘ �
�����一

�一 ‘��，

二一
�一��

艺
�������

，

二一�一￡���

△�，‘，‘

�
�
营

·

故 �三���时
，

灯飞

��
�
以嗽，� � 艺 △扣苦� �� 一 劝艺 △扣誉� �艺

����二一 �，
�一云���

艺
�����一

�一云��
，。 一 �一 ��

艺
�������

，
仇一 �一 ‘���

△艺，�，‘�子
口 ‘

�二� 艺��

����。 一�
，
�一 ‘���

艺 �� 一 �一 葱� ��

���

���

���艺阁
阁��

�
�����一

�一艺��
，。 一 �一 ��

艺
����� 〔�，。 一 �一续���

△复，‘，‘ �
�����一

�一云��
，。 一 �一��

艺
�“ �����

，。 一 �一￡���

△互，‘，‘�
�
营�

�� ���时
，

��
�
以心哟 二 � △至�苦� �� 一 ��� △妄。苦� �

。 一 ‘������二一�
，
�一￡���

� � △三，�，饭�子
�� ‘

��� ��� 玄�� ���

�����一
�一���

，。 一 �一 ��

艺
�二�����

，。 一�一 ‘���

�一���

�� 又
����二一 �

，
无一 ‘���

艺 �� 一 �一 ￡� ��
�� ���

�
�����一

�一���
，
�一�一��

艺
�����

��
，
二一 �一乞���

△盆，‘
，‘ �

�����一
�一 ‘��，

�一�一��

艺
�������

，。 一 �一 ‘���

△葺
，‘，‘

�
。
营

·
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号�
�

极限分布

�
�

� 在 �为某个固定的常数时 嵘
，，

由于 �为固定的常数
，

当 。 充分大时
，

的极限分布

�三可�成立
�

故 心
，
爪 的方差为 �����式

�

令

、 �

，产��
�

��
��、

� ���

时� 艺 △鑫时 � �艺
乙�� 乞二�

����。 一 �
，
�一云���

艺 �
����无一

�一落��
，。 一�一 ��

艺
�����

��
，，一 �一￡���

△复，‘，‘ �
���

�����一
�一云��

，。 一 �一��

艺
�������

，。 一 �一￡���

△葺，‘
，‘

�
。
了

�

通过计算可得
�

下面讨论

�����嗽
，
��� 。 百犷�

�
���

�

�一 ‘�“嗽
，
爪 的分布

�

由于 �一 ‘��嵘
，

爪 � �一 ‘�“�� 十 。 一 ’��
几一���

艺 双
，

而
位��

����。
一 ‘������ �一 ‘

� △宝。营� �
，

���

所以
， �一 ‘����

���

�
�

二��又 乃
，… ，

几
一��，

是 �一 �
一

相依平稳序列
，

且当 。 � �� 时
，

� �

几一���
一 ��� 艺

感��

双
�

�
� �

���

二 。 一 ‘
�� 一 哟艺 △�叮 � ��

’ ‘
艺

亡�� 派二�

����，一 �，
无一葱���

艺 �� 一 �一 乞� ��
���

�
�����一

�一云��
，
二一 �一 ��

艺
�������

，。 一�一葱���

△复杯 �
�����一

�一￡��，
仍一 �一 ��

艺
�������

，
�一 �一云���

△互
，‘，‘

�
。
营� ‘犷

，

由 二
一

相依平稳序列的中心极限定理得
� �一 ‘��

‘ 双 弃���
，。犷�

�

应用 ������� 定理有
� 。 一 ���嗽

�。 真

���
，

时�
�

总结以上得如下定理
�

定理 ��� 设 �，，… ，

瓜 是从分布为 � 的母体中抽取的随机样本
，

���
�，… ，�

耐 是对称函数
，

且

〔对��
�，…

，

�耐 � 创月
， 〔 �旷��

�，… ，

瓜��三� � ��
，

那么在 �为常数时
，

由 ��
�

��构造的统计量 嵘
，

仍

有极限分布
。 一 ‘�，�嵘

，
似 一 韶�尸��弃万��

，。犷�
�

��
�

��

� �
� � �

， �一 � 、 �

其中升见 �����式
�

由 �����式知
，
�� ��

’ “ 一

��
�， �
是一个常数

，

所以 �����式亦可写成
、 饥 一 � �

� �一 � 、 � �

仍
，

爪 、

戈。
� ��斌

�

又召犷
一 “����斗 ���

，
占犷�

·

�
�

� 在 无� ���
‘ 一 ‘
�
，
�� � � �时 心

，， 的极限分布

由于 �� ����
，

当 � 充分大时
，
�三 。 ��成立

，

故 心
，

爪 的方差为 ����� 式
�

令

�� � � △至时
，

亡��

几 二 �� 一 劝艺 △茎砖
，

无 �一�

�� � �艺
诬��

�一￡��������一
�一￡��，

�一 �一 ��

艺 △ �

了
�二�

盆
，‘ ，‘

�二� �二���
��

，

� 一 �一 ����

����二一 � �一乞���

艺 �。 一 �一 坛� ���
�����一

�一葱��
，
��一 �一��

艺
�������

，
�一 �一 ‘���

△邃，‘，‘ �
���

�����一
�一乞��

，。 一 �一 ��

艺
�二�����

，

饥一 �一葱���

△�
，‘，‘

�
�
了

，
��，了��‘九，月乞

�山
一一几

则 ���以嵘两�二 �� � 几 十 几 � 几
�

下面分别讨论 ��
，

几
，
几

，

几
�

��由于 △�� �伪��一 ‘�
， △笠� ����讯一��， �� �，

所以 �� �

��由于 △孟二 ��护饥一 “�
， △孟� ��尸�一卜勺

，
�� �

，

所以 几

�� 由于 △犷
，‘ � ����十��

，

由此可知 �取得越大
， △护‘ �

，一 。 一 �
，

所以 、 一 �

立
△孟

�

�一，，‘�
犷�

。
�、 ��一���

△�。爹� �
���”

一 ‘
��

� 。 △鑫。犷� �
�。 �

��一 “
��

的阶数越高
，

而 �最大是在 。 � �时
，

这时

艺��
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张 日权
�

���统计蚤的渐进正态性

��� 一
� �

�

��
一

艺�△乏
，
��一，

，‘ � △孟
，” 一�

，‘��爹�
。
�。 �，�一��

�

落��

故

�△立
，

�一�
，‘ � △孟

，

�一�
，‘��爹�

�
���

�’�一 ’
�

·

，�，���，
�
�

公

��『二�嵘
，
��� 。 △孟。爹� �艺

饭��

△孟
，
�一�

，‘。
爹� �

�

令
� � 、 � � �， � 、 � � � �

��� �丁一�一二二 】 � ���，��������二�� 】 一 � �������������，丁二 �
�

��� 一 ���� ��叹� 一 ���� � 又� 一 ��又� 一 ����� 一 ����
��

�

��

则 �����嵘
，
��� ���” 一�

峪
。
犷�

�
��无��

一��
�

下面分段讨论 �‘ 一��一 ‘��心
，
� 的极限分布

�

令
� � � �一� �一 �

、 ‘

一
�一 “ “

嵘
，
� � 、 ‘ 一��一 “ �

�几 � 艺 �‘ � 艺 �‘ � 吼�
��� 乞��

��
�

��

该����一������

其中
�

�‘ � 艺 乃
，
�‘ 二

��葱����一 ����

云����一 ������

艺 乃
，

几 二

�一七十�

� 乃
，

�乞二 �
，
�

，… ，
�一 ��

�

这里要求
，

��落�亡��一���亡��

无��一 �
，
��� 一 �

，
���� 一 �

，
���� 一 。 ，

由 �二

�二 ���
‘
��” 以下分别讨论 ����式的各部分

�

��口�亡�无一����

���，一 ‘
�知

，

这样的 �
， 。 是存在的 �比如取 �� ���

‘ 一 ‘
���

，

��由于 �� � △��犷� �
伪��一 ‘

�
，

所以 ���伪
‘ 一� 。 一 ‘������ 无�一�，�

一 ‘�� � �
���

，

从而

无‘ 一���一 ‘���� 二�
�

��
�

��

��由于 ��
‘
�是 �

�

�
�

�
� ，

故

�“ �

�
�‘一

�一 ‘�，

蕙
�‘

�
� ‘ �

� ��一���一 ‘ 。��『����� �
�一�，” 一 ‘���艺 双�

、 公��

“ ’ 一���一 ‘ 。
�‘
“ 一 ‘，
���

△��”� �
无������。
艺

一 �
，
�一云���

艺
�� ���

·

��一 ‘ � ‘��
����兔一

�一 ‘��，。 一�一 ��

艺 △戈
�������

，
二一 �一 ‘���

�����一
�一诬��

，。 一 �一 ��
� 艺

�������
，。 一 �一￡���

△葺’ ‘，‘

�
。
营�

� 无�一��� 一 ‘叮
·

��无��
一��二 ����

，

故

��一���

一 � �一�

一 ��� 艺
宕��

�‘
二 。

��
�

��

��由于

�����
，
一

�一 “ ，
吼� 一 ��一，��一 ‘�

�
。 一���一��亡��一��

�
玄��

��
�

� ��一�饥�一 ‘
�。 一 �� �一 。��� �一 ���

·

��无
��一���

。
���

，

所以

�����
��

�

、

�
�

�工台△

�‘ 一��一 ‘���� 具�
�

��由于 ��
，
�是 �

�

�
�

�
� ，

且

马山、、龟���

卫
���艺

���、
、

�曰�

�。 ��、 。
�一 ��

� �又 △扣了� �
���

�十���
�
�。 一�

，
无一葱���

艺 �亡一 谊 △芝，‘，‘ �
���

����无一
�一 ‘��，

二一�一��

艺
�������

，
二一 �一 ‘���

�����一
�一 ‘��，。 一 �一 ��

艺
�������

，” 一 �一葱���

艺阁

���

� �△孟。犷� �艺��一 乞��△立’�一�，， � △言
’
仍一�” �。��

�
���

��一��� ����一�峪
。
爹�

�
�����

一��
，

云��



��� 应用棍率统计 第二十卷

所以由独立同分布中心极限定理知
�

��一 ” ���占置时�
一 ‘�“

、卜� 。 一���

窗、

窗
、 ‘
乌 、 ��

， ‘�
，

即

葱��

弃���
，

砧
�
圣�

�

��
�

��

将 ��
�

��
一
��

�

��与 �������定理结合起来得
�

总结以上得如下定理
�

定理 ��� 设 ��，… ，

�、
为从分布为

、 ‘一
�一 ‘��嗽

，
� 乌���

，。盆
�
爹

� 的母体中抽取的随机样本
，

肠抓�
，，… ，

��� 二 ����
， 〔或尹��

�，… ，
����」三 � � ��

，

那么在 � 二

嵘
，

� 有极限分布
、 ‘ 一爪 。 一 ‘���嵘

，
� 一 韶�尸��弃���

，

峪
。
爹�

，

抓��，

… ，�。 �是对称函数
，

且

��司 时
，

由 ��
�

�� 构造的统计量

其中
，

占若见 ��
�

��式
�

又 �� ��爪 � ����
一�
������ �� 一 �����

一� � �味�
一�����。 一 ���

，

故 ��
�

���

��
�

���

亦可写成

而
�� 一 ���

��� 在 天二 ��司 时 嗽
，
� 的极限分布

�岑
一 “��，�弃

���
，‘，·‘’

由于在 �三 。 ��时与 �� ���时
，

统计量 嵘
，
� 的方差表达形式不同

，

所以分两种情况讨论其极限分布
�

����� 在 �� ��川 且 �三 。 ��时 嵘，�� 的极限分布
�� ��川 且 �三 。 ��等价于 �� 。 � 。 ，

其中 �� � 三 ���
， 。 是个常数

�

由于 。 是一有限的常数
，

它对

嗽
，

� 的极限分布没有影响
�

不失一般性
，

仅讨论 �二 。 或者 � � ��
，

其中 �二 ��
�，

这一情况
�

这时嵘朋 的

方差为 �����式
�

类似于 �����式的分析
，

有
�

��
�以心卿 二 △�时� �� 一 哟△鑫时� �

�

犷 △己，�一�，��子
���曰

�� 日�

云��

��艺�� 一 �一 葱十 ���△
葱��

护�一 ‘
砖时� ��护�

一 ‘
�
，

立”
一�

，‘ �
片

仍一 ’ ，‘�时 十 。
时�一 ‘

�

其中
�

� � ��

占言 二 �� 二����������了�� � �
、 �爪 一 �少�� ��。 一 ����� 一 ���

， � �� �
一 ��吮����������代二二 �

—��� 一 ���� ���� � ��
、

� � � 、 �
����一 ��一 �丁

一�一二二 � 十
’

� 、 又� 一 �少��

���一 ��

�� 一 ���。 一 ����� 一 ��� �。 一 ����二 一 ����。 一 ���
��

�

���

下面讨论 犷�“ �一 ‘
���嗽

，

� 的极限分布
�

令 �� � � ����‘�
，

由于 切
�
��

�
��是 �

�

�
�

�
� ，

故
该��

。 一 ‘��玖 乓���
，。
子 戈����

又由于

�����
一���一 ‘���

� �����
一���一����

，。 一 从
一 ‘�“玖�

，
��一 �入无

一���一 ‘����一 ‘��〔�心
，
�

·

玖�� 久�。子
，

��
�

���

嗽心

���口十
今︸�戈�、、�

��

�其中入为待定常数
�

而 ���
��

一��“ 一 ‘
���嵘

，

哟 �

��心
，” ‘
丫

，

� �

��
�

口

、、，�、，���

�

�
“
�

�� 艺���瓜
落��

一
“，〔�几睿

。 ���‘

众二冲
� �� 一

�����
一 ���众二乙卜

�一 �

� 一 �

「 �
� �

� � � 、 � �

� 。 �

�
、

� ��一��一二二� � �白一 ���，��，二二 � �����二�� ��无
‘ ’ 份
口宁� ��凡

‘ ，，

�
，

��� 一 ��� ”
�又� 一 ��� 咬� 一 �����
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�
�
一

� 统计贵的渐进正态性 ���

故

����无
一��仇一 ‘���嵘

，

� 一 人�一 ‘��玖�
一 。霓

�
子一 �。

一 ‘�，入�一气
� �。 一 ��介早箭七早下、�

。
犷� �

��
犷�

。
���

�

�气� 一 ��� �气爪 一 ‘ �� ���� 一 ���， �

取 入为如下方程的正根
，

， ，。 � �
� 、 ， � � ��

、

入
‘
一 ��一

� �‘
����

一�一二�� � 《�一 ���二一一一一二�二 十 ，�一��二�� ��人 � �支�� �
�

以� 一 ���
’ ‘

��饥 一 ��� �� 一 �����
��

�

���

所以 、 一�，�一 ‘��，嗽
，
�� 一 入�一 ‘�，玖 写�

�

由�������定理得 �一���一 ‘���嗽
，
� 弃万��

，
�，。 子�

�

总结以上得如下定理
�

定理 ��� 设 ��，… ，

瓜 是从分布为 � 的母体中抽取的随机样本
，

���
，，… ，�

动 是对称函数
，

且

�����
�，… ，

�。 �� ����
，
����

���
�，… ，

�。 ��三 � � ��
，

那么在 � � �� 或者 。 � ��时
，

其中 �� ��
�，

�� “ 三���
，

由 ��
�

��构造的统计量 嗽
，
� 有极限分布

、 一�，�一 ‘����嵘
，
� 一 韶�尸��弃万��

，
���犷�

，

��
�

���

其中 入见 ��
�

���式
�

由于 �� ��������� ��一
��
��一 �

��二 一 ����� ����
一 �
�
，

所以 ��
�

���亦可写成

， ����
� “ ���“ ，

�� ’� �‘ 一 �
�
�一 “ ���� 一 ‘�’��粉

� 一 “����乌 ��
�

，
入�口爹�

·

����� 在 �二 ����且 �� ���时 心
，
� 的极限分布

���� 且 �� ���等价于 �
，
���等价于 �� �� � � ，

其中 ����
� 三�

，

��
。
这一情况

�

这时嵘
，， 的方差为 �����式

或

��
，

其中
� �

。 是一常数
�

不失一般性
，

仅讨论
�

类似于 �����式的分析
，

有

�一�十�
� 。 �

�����嵘
，
�� � △�。 犷� �� 一 ��△孟��� � 艺 △立

’
爪一

‘ ” ��
葱��

几一���

�� 艺 �� 一 �一 乞� ���△
葱��

无��一 ‘占爱
。
爹�

�
����一

‘
�
，

�
，

爪一�
�

，‘ � △孟
，

�一�
，‘
�。 ��

�
����

一 ‘�

� 、 � ��。 � �、 � ， 。 � � 、 �
�� � 二 �

� ‘ 、切 人 � �
�

�
，
八 � � 占 、 � �

�万 二二 “ ‘ 气，

�
吮代叮 � 月� 丫一

�
叫

一二育�丫
������二弋��� � � 州尸 ‘ ����一��吮�六 � �。 � �

’ ��� 一 ���� �� 一 ���又� 一 ���
’ ‘ ’ ‘

�叹� 一 ����

� 、 � ��。 � �、� �
��� � �、

� ， � ， 、 � 占 、 � ‘

�

二
、� ‘ ， � �

� � 、 � 一 � 。 �

�

一 ‘ 、� 一 ‘ �火�。 一 ����
“ �一 ‘ 一 �� 一 ����� 一 ���

“ ��一， 一 �。 一 ����。 一 ���
��一，’

�一一

�中者其

���

。

卜 ��一��
‘

云��

� � � 、 � 、 ‘ 。
不不万气

‘ �咬
� 一 ‘�

’
丁

’ ，

。
牙
��一

�
�
‘� ‘ 一 �

��� ����一 ��

�

老�
��一 亡�

‘������ ���
� 一 ��� ��一 �

��� ����� ����一
�
�

下面讨论 �一���一 ‘
���心

，
� 的极限分布

�

由于

����无
一���一 ‘���嗽

，
爪 一 ��一 ‘��玖�

����无
一���一 ‘���嗽

，
爪�一 �守�

一����一 ‘����一 ‘����嵘
，
饥

·

玖�� �
��
爹

， ，。 � �
� 、

� � � ��

心时 一 ��
一 ‘
���

�

一气二 � ��一
���

�一一二燕 �尸立�
二
�卜时�尹砖�����

，

��� 一 ���
’ ‘ �� 一 ，

��� 一 ���
’

�� 一 �����“ “



��� 应用概率统计

其中 守 为待定常数
�

取 守 为如下方程的正根
，

第二十卷

， ，。 � �
、

� � � �、

犷 一 ��一 “ ‘
�丁一一一万�� � �� 一 ���丁一一一二二 � 丁一一一二石 ��甲� 。孑� �
��饥 一 ��� ‘ 气�� 一 ‘ �� �� 一 ���� �

��
�

���

故 、 一���一 ‘��，嗽
，

� 一 �二一 ‘�，玖 具�
�

由 ��
�

���式和 �������定理得 、 一��仇一 ‘���嗽
，
爪 弃���

，
��时

总结以上得如下定理
�

定理 ��� 设 �，，… ，

�
。
为从分布为 � 的母体中抽取的随机样本

， �
耐 是对称函数

，

且

�二����，… ，

�。 �� ����
，
�二�夕

�
��

�，… ，
尤���三 � � ��

，

那么在 � � �。

夕��
�， ·

或者 。 � ��
，

其中
� � ��

。 ，

����
已 三�时

，

由 ��
�

��构造的统计量 嵘
，” 有极限分布

、 一��饥一 ‘����心
，
� 一 韶����弃万��

，
�，�爹�

，

��
�

���

其中 守见 �����式
�

��
�

���亦可写成

����‘。 ，���。 �、 ��一 。�
。 一 �����。 一 �����卑

一 。�二�、弃 、 ��
，
��。 矛�

�

、 � � 一

在 � � �
，

即 ��
� 日寸

，

� �
一 ‘

哪
，·
就是 �

一

统计量 ��
·

这时
，

“ 一 �‘��吼 一 ‘，���，
� 一 ‘��叮

�一 ‘，，。

�
，

从而 记�
�
���� 一 ”����弃���

，。 ��
扔

，

这就是 ‘��‘ 年��
�

������ 所证明的 �
一

统计量的渐进正态性
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