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稳定分量过程象集的一致测度和一致维数
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������ 为一��维过租 其中�‘���为 叭
一

阶 成
一

维稳定过程
�

设
�� “ 。 � … � 。 � 三�

，
�二 �� � … � ��

�

本文中
，

我们获得了
，

当�� 三�� 时稳定分量过

程���关于 ����� 集 � 的象����的 �
��������侧度和 ������� 测度的一致上界和一致下

界
，

当 。 � � �� 时得到了相应侧度的一个一致上界
�

同时我们给出了一致维数结果
�

关健词
� 稳定分�过程集

，
��������� 侧度与维数

，
�����

��侧度与维数
�

学科分类
� ���

�
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�

兮�
�

引 言

本文考虑丑� 中具有如下形式的过程
�
����� ��

�
���

，… ，
�、 ����

，
其中�‘

���为�
�‘ 中

指标为� ‘的严稳定过毯 �� ���… ���
�

我们的目的是探寻����关于有界集 � 的象����

与 � 的侧度性质之间的关系
�

对于严稳定过程
，
������� 和几���� 已经讨论过这种关系

，
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现在我们叙述一下本文的主要结果
�

为此先给出有关定义
�

设 蚕 为所有满足下列条件的函数沪 所成的类
�

���沪
�
��

，
石�� ��

，
��单调递增

，

右连续
，
沪����� ��

���存在常数��
，
当�� � � ‘��时试�习�试

‘
�三��

·

我们称 蚕 中的函数为测度函数
�

给定沪 〔 中，

我们定义关于�� 的子集合函数沪
一。 ，

切
一

�如下�

沪一����一誓猎
‘���艺沪���

��
·

��
‘
��

，

��
、 〕 �

， “，��
·

���� ‘�
，

沪一 ����一誓畏
�����甲��

护‘�
， ” �“

，『‘
�不相交

， � ‘ 〔 “ ，�‘ � ‘�
，

其中��
� ，�
�表以

� 为心
、 � 为半径的开球

�

称 甲
一 ” ����为集合 � 关于 沪 的 ���

�
������侧度

·

� 的���������维数定义为

������� �
���� 全�

��。 一 。 ‘
���� ���

����� 全�
�。 。 一������ ����

�

与���
������侧度不一样

，
沪

一

��
·

�一般不是�� 上的外侧度
，

而只是�“ 的所有子集的类上的一

个予测度
�

找们可以通过下列方法得到�� 的一个度量外测度
�

沪一 ����� �
���艺甲一 ���‘�

，

��‘ 〕 ��
，
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称吩����为集合 � 关于 沪 的�������侧度
�

� 的������� 维数定义为

������� �
���� 全�

�。 。 一 ����� ���
����。 全�

� 。 。 一 ����� ����
�

定义 �� 设�小�为�内 中指标为� ‘ 的严稳定过程
， ‘ � �

，… ，
�

，
� 全 �

，
� 二

��� … � �， ，
�����

，

…
，
�，���相互独立

�

令 ����� �丫����
，… ，

�，����
，
则称过程����

为�己 中稳定分量过程
�

不妨设�� �� � … � �� � �� 丛�
�

定理 �
�

� 设����如定义 �
�

�
，

则存在常数
。 使得 ��

￡�

对所有 ����� 集 � � ��
，

���和

� � 中 及对
、 、夕����一���二

一

沪�
。
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去
“
�
��口 �

当�� � �
，
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香�
，

当�� � �
，

���一
���������

了��声、��、

沪一 ，，‘
������三�一 。 ���

�

定理 �
�

� 设����如定义 �
�

�
，

���如果 �� � �
，

� � �
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，

那么
�
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�

� �� 、 � �
�

�
叭�习 二 似 ，了二下二， �� 中

，
则有

� ����� ��吕
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对所有 ����� 集 � 〔 【�，

�】和所有� 任 蚕 若令

沪一 �������

���� 如果 �� � �
，

那么 ���
·

对 � 〔 中 及满足��
十

三�一 ����
�

塑
�， 、 �� 的 � 。 ， 及每一���

�� 集

、

�
�

�、 一�
�

�

� � ��
，
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，
若令 沪‘�，�� 沪�‘ ��‘

��万� “ 又

。 ， ，
�

吕一
几
���一�

，
贝“有

�一 ��助 � ��井
沪�一 ����助�� ��

挂�
�

定理的证明

设戈���表中心在 � 中
、

半径为
，
的不交的开球的最大个数

�

�
�

�
， ， �

�
� ， 、 、

� �

劝〔川
�

�
��

�
， �

� � �

引理 �
�

��任� 设 沪
，
劝 〔 中 ，

��
‘
�� 沪�，�劝�

，�且 �
��

一
�。 � ��

，
皿组盯州叫石

一 � 占

��� ���凡���甲��
�

�� �� 幼
�一 ����� �

���

为证定理
，

还需证一个关键性的复盖引理
�

引理 �
�

� 设����如定义 �
�

�
，

则对某一个适当的常数�， �
�￡�

日石。�司 � �使得对任何区

间 � � ��
，

��且���

盖
�

一 。 � ‘。 ，

����能被�
�，��
去�
个直径为 。 “ 。 �

�
，�� �

一 ’ ‘ “ ‘
的开球”

显然只须对每个半二进制立方体� �

�
，

证明

勺 一 � � �一 �
， 牡 � �三

【。 ，

川论证该引理的结论成立
·

这里 � 任

� ��
一介

�

这种�的个数最多为����
�
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���山

�

了�龟了、
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于任何一个固定的� � �
，
我们称 �是坏的

，

如果���� 不能被
��个直径为犷

��“
，
�一儿�“

，
的开

球所复盖
�

定义停时序列

功 � ��，
几�� · ‘�‘

�
‘ � 、 �

���‘�一 ��、 ��� “一 ‘ 。 ��一“ 。 盆

�

����是坏的��� ��
二 �无一 �

�

因为

�七一�

艺 �几��一 几�� �
一 “

‘�� �
· �

�置
，“ ‘二一

几，� ，
�

，

其中���

�无�几�� ���� ��
������� �

一，�“
��一 “�“

�

‘�‘
�
��，‘ � ��

��� �为���卜
�
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少

口分二口
�

�一
。

。

�
�
棺县一全、产�

几一

�三�三�

些 “ 一“ ·‘
�
“，“ � �� �

里眷�
“ 一 ’ ‘ “ ，，一“ 。 ，

凡‘“，‘ ，，�
�

斋
“ 一 ’ ‘。 �，一 “ ‘。 �

�
全 ‘ 一 ’ ‘·‘

�
“，“ ‘ � �� �

星踢，凡‘“，“ ‘，，�
斋�

· “ 一“ ·‘
�
“，“ ‘ � �� �

�智
、 �、 �‘���斋�

� �二� �孟 一 ’

二 �一 ‘ 二，

�� 些� 表� 与� 同分布�

这里 二 一 ‘�‘
�
‘ � ��

���
�三�三�

�凡���卜 几�� 一 几 独立同分布
，
所以

����是坏的�����
���

�
一 ‘
暮

，‘��一
。 ，�

� 二�‘一 ‘，� ��亡� ��

� ，�七
�

�

三 “ ‘ 〔又及
” ���一‘�

”
�“ �

‘ 一 爪���
。 ‘

有〔�����一‘�‘�二�， 一 二���

� ·‘

�
〔�����一‘�“�二��一 、 ����

“ “ ·

现在我们选择亡二
���

，

其中 ·，满足� 〔
�一�

� �

再选择 。 二 �十 ��，
则有

����是坏的���
。 一 “

�奈、
‘ ’ “�无一 ’ 、 �。

�

�一 “ � 。 一 “

� ‘ � �

因此

��至少有一个 �是坏的�� ����
一 “ �

于是据 ����卜�������� 引理知��
�

�

〕�。 � ���。 �使当�全 �。
，

所有边长为�一无 的半二进制立方

体都是好的
�

至此完成了该引理的证明
�

推论 �
�

� 设����如引理���
，

则存在常数 。 ，

使得 ���
�

日凡�。 ��� �满足下列性质
�
不存

�
� ， � � � ， � �

二
� �

�
，� �� � 、 �

�
�

�
����

� � �

�
�

�
�

�、 ��� � ， � ‘ 。

�
、 �

仕 � � ��
，

��� ��� 二 之 � 如
，
便得 入�刃 霄有柑且犯禺主少为 �匀 ���二 � 的点超过

、 ， � �

�
·���

告�
个

·



定理 �
�

�的证明 ���当 。 � 二 �，

则由��
��� 运动��具有连续 �‘�� 模和 ��】中的结果

�

����
�� 亡�几了

����
‘ � ·

�一 ���
‘���

·，‘“
�
� ·‘
一 ‘“ ，

。

其中�。 � ���
，… ，

�，�
，
可知

�
�， �

翁� � 石、 �。 �� �使

���� 、 ， 。 、 。 、 。。 共 一��‘ �
，
�一 ��‘�一�

。

�
。 ����

、 �

� 。 �，

�
’ ‘’ ，

从而易得 �
�

�
�

������集 � � ��
，
���

，
�� 〔 币，

泌 。 ������三�
一，�
���

�

����
·

当�� � �
，

由引理�
�

�知对
�

�，�

。 ，

� 〔 � 存在石，�公�� �

一

却
�一�，�在

��存
一，�。、 �。 �时

，

����能被�
·�
��� �个直

径为
��
‘�“ 一�

‘。 �
使得当� � ��

，

�』且
的开球复盖

�

�石� �，

�去
� ‘ 〔 ��且�去�三石��公�八 石使得 艺霆

���，去��兰�
�

�
�

�
� � � �

� � ‘ � ��
� ， �

�
� ， ， �

�
�

� 、 一��内

姚
，

其甲 刀 、 丛 �����下言
，
��孟是宜性为 ��‘�

’ 了“ ‘
����了二 �

����
、

�� ‘��

叭从������集 君 � ��
，

��
，
� 〔

������石
�

因此��去��

的开球
�

从而

叠氢
，
�
·

�
，。 �

南�
一 “ “ ”去，“ “ ’

�
�

睿
一

�
���

亩�
·

�
·��，。 �

亩
� ·��，。 �，。 �

亩�
一 ’

“
�
·

�
‘。 �

亩�
一 ‘，去，�

·�“ 。 �

击
� ·�’ ‘。 �，。 �

亩��
三 艺

��
·

。

短��

��于‘�
‘
�
�

·

��犷‘�去��丛 � ���去��三�一
，�
�君�� 石

�

玄� �

上式中选取 。 充分小即可
�

令 石土�得

沪一 ，，�
������丛�一

” ‘
���

�

对 ����� 集 � � 【�，
���

，

利用单调收敛定理即可证之
�

定理 �
�

�的证明
�

���只需证
�
对所有 �����集 � � 【�，

��有

沪一 �������三�一 ����
�

选 刀 � 丫 � �
，

则由����� 运动 ��
具有连续 �趋�� 模及

��
�

��

�

�����
��亡�人了

����
‘ � ·，一���‘���

。 “ “

�至
。 ，�一 “ ��口

，
�口� 。 �，

知 �
�

�
�

日石。 � 石。�。 �� �使得

�三 ‘ 三�
，
�� ， � ‘ 。 ” ���‘ �

·
�一 ��‘����

。 ’ 。 ，��
��

�

��

，山了声‘山�且
、、矛��

��一吕

若吩��������� �
，

��

和任何 � � � � � 三

三 �� � �‘ � 才、�� 三

��显然成立
�

先设� � 尹
一

�������� ��
�

��
，
�� � �

‘。 ，。 �

命�
’ ‘’

��
，

�

则有有限个开球 ��
� ‘ ，

�‘�填充����
，

其中�‘ 三 �
，� ‘ � ���‘�

，

�‘ 〔 �
，

且 艺甲��叮‘�七 ��一 ��沪
一

�������
�

现设去 为中心在



�‘ 、 长度为�
�‘ �

�矛
刀������‘

， ，

�一 �
� �

�
�

�、 ��� � 。 �
�

�、 一� �
� � 、

�一
‘ 、 ，

�

的 区间
·

囚 为 沙
占���， � 和 ￡‘ 【�刀���一 ， 互为前近逆

，

且
� 吕 � � 占 �

是凸函数
，

而��
�

��保证�
‘ 不相交

，
这些不相交的小区间构成 � 的一个填充

��卫

一、、������，，

�
’��

����
�‘
�二 �

“
�

�矛
� “又币绪万不�

· 艺，�，。 ���‘ 一
。
�，一�������

，

所以

�一 ����全��一 ��沪一 �������
�

故由� 的任意性知��
�

��成立
�

类似可证
�当价����助�二 ��� 时

，
必有 �

一

����二 ���
�

���� 同样只需证�

，卜 ����� �� 幼
沪�一 �������� �

·

假设� 使得物
一

�������� �
�

由引理 �
�

�有

��� ����
了

�义����沪��
�
�� �、 ，

，
工�

其中芯������表示为中心在��助 中半径为
，
的不交开球的最大个数

，
沪��

�
�� 甲��

�
��试

，
�

·

令
，、 � �一无�“

‘

��
�����“

，

�
’�“

，，

则
�、�

���� 、 ���“
，，

再利用沪���
，
��铆�

占
�兰� 得

�� �����������沪
�
�
�
�� ���

·

� 二 �七

无叶以�

对每一充分大夕
，

我们能找到序列权� �� 使得

���‘
�������

�

沪��
�、 、�

如果�〕 ��
，

��且�引� �一��
，

推论 �
�

�告诉我们中心在��，� 中
、

半径为仪 ‘ 的不交开球个数

不超过�� ‘ �

因此与 ，

�二
制区间 。 �一权，

����
��

一、 的个数�三
裂尸

�

这给出�
一

����全印
�

由�的任意性知 �
一

����二 ���
�

从而得证�����
�

��
九��

一�、�
’

注� 利用关系 吩��������全甲
一 。 ‘
��

�
����与 针�������全沪

一

���
�
����以及文献 ���

中的结果
，

立即得出关于����的象集的测度的一致下界结果
，

进而有下列一致维数结果�

当 �� 丛��
， �

·，�

对所有 ��
���集 � � ��

，

���
，

�������� 。 ����� �
，

���、
义���� ����，，��

�

本文是在导师胡迪鹤教授的指导下完成的
，

特在此表示衷心的感谢
�
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