
应用概率统计
「

第五卷

第三期
’

���� 年 �月
������ ����” ���������试 �����������

���������七��� ���
�

� ��
�

�
�

���
�

����

椭球等高分布族下的非中心 ������� 定理

张 帼 奋
�浙江大学�

摘 要
夕

�

本文在椭球等高分布假定下
，

讨论了二次型 工
，
基灭�涯为对称阵�的非中心 。 加���� 定理

�

主要结果如下
�

若 工���
。
�灿

，
几�妇

，
��约 ��为 二 的连续函数

，

且工有有限的 �。 阶矩
�

��
， ‘二�，

�
，
一

， 仍

为
。 义 。 对称阵

�

��召�
�，

从
， …，

入、
互不相同且非零

�

考虑下面的条件
�

���二
，、 、
二三仓

�，，‘，，

�， �，
� ， �， ，‘�

�
，
一 。 尤��。 ‘，， … ， 。 、 �。矛

�， …， 。矛、�，��一�
， …， 。 �

��� �二击二
， … ，

二人刀袅匀
�。 ， … ，

艺 、 。 一��。 方，�礼
�

旅

�
�，， … ， 召，，、、

�
’
�口义，�。 �，

， …， ” �、 ， ” ��，
夕一 �” 卜 ��为�

� ‘ �， ” 。 介�

�
，

� 口六
�

�。�叉
‘
�� ‘ 艺 入，夕，

，

�夕�
， … ，

夕、�
‘
� ‘ �。�。 �

， … ， ，，、��子
，

诗
�

，匆�

�由 �
���二万

，�山�二召艺
��成马�

，
过一召礼凡

，

对二局
，

��� 无个等式
。 、二艺叭，中至少有 凡一�个成立

�

则

������
，
���种�

。
�

，
���

，
���

，

�����
��

，

�。�
，

���。 ���
，

���
，

�������、
，

�
。 、。 �“ 、 ，

��、 �。�
，

�����
。 �

，

�瑟�，�。 �
，

���
，

���
�

…时、 ，

鹅
�， …，

�氯�刃

… ，
占吴�夕�

刀，
�，

，

一�，夕爷了��， …，
气

。 。比��� 定理是方差分析的理论基础
，

是 二 次 型 理 论 的一 部 分
�

因 此
，

自从 ���� 年

������� 定理问世以来
，

有关这方面的理论研究一直在进行着
，

它的内容在不断地加 深 和 更

新
�

迄今为止
，
对于来 自正态总体的样本

，

非中心 �����“ � 定理 已得到了较为完善的解决
�

随

着椭球等高分布族理论的发展
，

有不少学者开始探 讨 在 椭球 等 高分 布族 下的������� 定

理
�

关 于 ������� 定理中的矩阵
，
人们一般见

‘

到的都是幂等或三次幂等的对称阵
�

而 ���七��

牡����在正态分布条件下给出了矩阵只要求是对称阵这样的 ������� 定理
�

在此基础上
，

方

开泰
、

吴月华
〔�〕
考虑了在椭球等高分布假定下的中心 ������� 定理

，

其中的矩阵也只要求是

对称阵
�

本文在矩阵仍为对称阵的条件下
，

把结论推广到椭球等高分布族的非中心 ���五
���

定理
，

从而也推广了范剑青侧的结果
，

因为他考虑的矩阵是幂等对称阵
�

在本文中
，
�

’ ， 。，

���分别表示矩阵 � 的转置及 � 的秩
�

�
。

记 。 阶单位阵
�

若 �
，
了 是随 机 向量

，

尤二� 表 示 了 与 � 同分 布
�

��万�劝表示 � 的分布函数为

��
�，
�

，

本文 工���年�月 生日收到
。

， �之牛



“ 全 ”
表示

“
定义为

，

记为，’�
�了八叱 �脚 、叱

设 了 �� � ���习
�

�心、
�

肠� � � �� 见���
�

�了
。 �� �和。 ��

��了
‘ �间

’

�了
‘ � ” ‘

��
���定灯�

‘

�
� �

�一郎帆
“ 、
鲡 ”
�，�� 、 ”熟����

��了 。 �灿。 �
‘

���� 仲。 ��

这里 玲�风” ‘ �

体��
， … ， 。 �

�

由球对称分布关于正交变换的不变性
，

可以不妨设 ，‘�

��万
��脚�

’
�了

，�间 �
�

�乙
�

�
� �

… 山
产
�

陇��
‘ 。 。 。 �

饥、
�

而不影响 口 兰 �的分布
�

、����八�
’

�了��灿动�

特别当 。 一�时
，

��
，�间

‘
��

，�间的分布称为广义非中心 护书卜布
，

仪
��傲�、 口�莞

�

��釜�价�
�

���还给出�当 了�习
�

秘�
，

且有密度 ���
‘
了�时

，
��，恤

， …， 。 ��’

占全
，

密度
�

�这时记为 �尸帆
， … ， ，。 �班…

，

毓�功�
�

下面是口」的一些结果
�

结果一 若�叭
， … ，

如�
‘
�‘ 尸闷

， … ，

甄�跨
， …，

嵘�
向

‘

记为�瓜�脚�
护

�蕊�价�的概率

则

结果二
�

果存在�为

匀
，一��乏

十 二 ，，，

�战十

设 ��刀�
。

�仲
，

几
，

价�
�

� 是 ， � 。

�毋
�
哟

，

�，喊。 �
�

阶对称阵
，

则 �
，
�了 的修正的矩母函数�如

“
�����一江，�‘ ，，一卿《立尹鑫淤‘ 渺铸

·
�

���一从卢柳�夕��入
，��

约��夕 �渗���
�

�材 ��
其中氏一�酉� ��答������

，
�，�� 一�

’

�

�
，

�

� 为正交 阵
，
�一 �乙

， … ，

氏�
’
一 �恤

�

诱�
、 ‘ � 、 了、 气 �

�� 八。
�

氏 。 �
�

凡 表示对随机变量 丑 求数学期望
，

积分是沿任一直线 岁� ��初
，

��夕一
���上关

于 山 求积的
‘

为讨论非中心 ������� 定理
，

下面我们先给出二个引理
�

引理 � 若 见�刃�
，

�娜
，

几
，

功
，

其中烈劝��是
二 的连续函数

，

且 叉 有有限的 �二 阶矩

存在
�

且 为 。 只 ， 阶对称阵
，

则
无

习 �助
，

勿
，， … ，

���
‘
���

，
�叱

， … ， 。 、��荃
， … ，

�是���
，

夕��

殉
，
�《 �《 无是正整数

，

艺 峋� 。 ，

矶
，
�《 夕《 无为互不相同且非零值的充要条件是

�

�，， ��夕‘

弄是 � 的互不相同的非零特征根 且 ’几的重数为 、 馨
钩 一�

���
， “卜川尸

中
，
刃 ‘ 使��尸 一

�
�，
几

，
�

�
成立的任一正“ ” ·

��

�� 叭
�

�

几， ��风 其
�� ��

���
。 �

� ��� �



这里
，

�� 叭
��

，�

�
�� ��

恤�钩
一�十�

飞十…十峋

�� �
会�几

，

����，
� ��

…，
而

。

�

��矛�口��

�
��

�
、、�

一一

证明 �� 先证
�

若有正交阵 �
，

��
，

使得

�

叭����

��

���
‘

一�
��
几

、

则
�
“ 、

�

�
” 、

�
‘

�
了一

��
一�生�几

，

��
�， ，一�， ” ，

一 ，· ，

� �� � ��

事实上
，
由���知

卜厂厂
叫

‘

哟丫厂�

以
。人 。

��‘���、、
飞

�一一�

、、
�

�
�
�

�����
，、

��

几
����百了、、、

�

�了‘���、、、

一一

、、

�
�矛

��

一�

�
�
几

�

�

���
” �

���
， 、

即
��

��

一
’ ，

一
“ 阵，

一�
、 一

�声
、
哪七��

，�，

�，�
。 � ”

�
玖�、 �进行分块

，
即

��

�
�，、 �，

�
，， ‘ ��

�扭朋

��

�
���，，…����

，��，�
�����

口

�了‘��、、、

一一

、、、��，产���

由

�

�
�，�

。 、

��、 �江、 �
·

、，产
�

、、汀��了拟拟砚
。�。

��犷�
百了沙了‘����、、、、��

�二 �
�
�理 … �、

�。

�，�
�，， �

�
�

、 ，， … �
�
�
��

��
�
���，�

�
，
�
���，，…�、

�
、 �，，� �

�，

如 ��
�加…��

�场 ��
仇

，，��

犷�
�
�

，，…��
�

、�

� 二
。

�

��
�

‘ ，��

�

��

����犷了了、、、

得
旧�

因为�
‘
互不相同且非零

�

“ 一�， … ，

劝所 以
，

�
‘
��成 立 的充要 条件为 �。 ��

，
感沪夕·

… ，
而

，
无���

�。

�、 、

，�比��
日拍

�
、 ��，‘ ���

�

了矛娜�卜几、、

一一�

� ��� �



由于 �是正交阵
，
因此 ��

�

�
‘�几

�，
感

几

、、、�产��产���工�
” 、

�� 、 �议
，

�

�了‘��、、、

�

的充要条件是
，

存在形如

电
�
�、

� �
��，，

��，�
‘

�奋‘��、、
�

���

的正交阵
，

其中吼 与几
，
同阶

，
弓一 �

， … ，
无

�

吼社
， 、 ��

为 。 一艺
。 ‘
阶

，

使得 ��。 �厂
�

由于 。 ，

�
” 一 。

�
�一

�
” ��

，
�，� 。

�
一

�
�一。

�
二

，
二、

�
。 一 。

�一�
” 一 。

�
。

一�
�一 。

�
一

���
，
一

，
瓦

于是便知
，

无论使
���

。

���、 �
了了，��、、、

韶���

成立的正交阵� 是什么
，

得 到 的
�

�
” �

吞歹一 ” ，� ‘

【 了一

��
”

� ��

总是一样的

�
�

充分性
�

只要证
�

对 ��刀�
�

伽
，
�

， ，

协�

��饥

�二�
，

�

��、 �
��了了了、、、

�����

� 为正交阵
�

��
，
�喊�喊无是 � 的互不相同的非零特征根

�

� �

�
� 、

讨一阿�’� 几 �如
，

�叼动
·

�
、

��

‘ ，�‘ 三
鑫、

�

伽
， … ，

、
‘
一��

·

恤
， … ， 、 ��

， … ，

戈 。 �

事实上
，

若
�

一
，

一 。�，

了
，

一�
���。

�汉
。 �

�了

令 ���了
，

则���氏��种
，

几
，

句
�

� ��� �



记

红

么砧

么助��

件
妈 一�钩

��砚口万万户、、、

︸�

�
，
�二二全�

声乡�，�

�
��氏���

，
二

， 。 ，

二
�

，生，
�

… ，

吸�时
， … ， ，

战�动恤
匀
��︸

‘、、、����了�了

，几。
�

无

习 �肋
�

帆
， …，

练�
‘
��护帆

， … ，
吸�跨

， …，

能�哟
�

少翻�

�� 必要性
�

即证
�

若 了��矶�灿
，

几
，

功
�

其中 �伽���是连续函数
�

� 有有限的加

阶矩存在
�

� 为 。 � 。 阶对称阵
�

则由

‘ ，�‘
镇

�。 ，

、
， … ，

、 ‘
一。 ·

�、
， …八

�

能 … ，

礁 、
�

甄 ‘ 《 解 “ 是正整数
，

燕
吻喊叭 犷” �叼簇而是

野
相同且非零的

，
可
弊

�“ �匀‘ 垂是

滋 的互不相同的非零特征根
，
且矶 的重数为 、 燕

钩一 �

间
，

�

�

了
” 、

�夕一 ” ‘
�”

�
�二

厂八
、 ��

� 意义同前面所述
�

事实上
，
因为 � 为对称阵

，

所以存在正交阵尸
，

使得

���
，
一

�
入�。 、

�

入汀、 �
其中从

， … ，
入�是 � 的互不相同的非零特征根

，
且 乳，的重数为 。 ，� 即

之

�����艺 、 ，�

令 ����
，

则 ��刀认��补
，

几
，

妇
、、、尹����
产才

户卜嘛
一一灿�一一刀

��十刀
�一

仍

�
�
钧招

、、、龟���
�
����，

�‘

�汗�

夕

了

�
、，

一一�

一
���

一“
”

�”
’ ‘ ” ’ “ ’

� ��� �



子是

因为

了
，
�了 �全

、声，浮色
夕�� 少��

�，鱿，
�

伽
， … ，

夕动
‘
�邸�，

�”
，， ，

甄��货
， … ，

�笼
�夕�

且 艺 钩�玛
夕昌�

�纯 、 �

�
�

�
里
�

� ，

�夕北 � �又么
， ��

伽宝����
’ �成

，
�…�欲�

所以
二 �、 �，���瓦�

，�哎
�… ，、 �����…�暇

� 二� ” ��
即 乳，�成牛刀

，
�
，�…�乳���爪

�

�灯。
、

�
��入，�蠕

�十 ��灯�
、 �
��

’ � �入‘�嵘
�� …�， �

�伽。 �� 。
办

’

二�
，
城十匈

，�矶心��
二 �矶《 ��

，
狱

���十助
，十矶《 ��

��
二

��、
拭

��… 十、 ���，十占刃
���孔

嵘�
十�� 十 。 ���十 �…�犷�《�

� 二

�介称

将 抽
，

并记成 扒
，

… 夕

… ，

乳�及几
，

夕
，
及 ��

，

… ，

玖 按其重数写成 从
， 二，， 入�

，

扬
，

尸�一��

�，
…，

札���
， …，

��，
�，，…

�」�

，
��

’ � ’ ，
�
� �

下面 证 明扒
， … ， ， 即为 ��… ，

外
�

于是将 拟
， … ，

粉重 排 后 可 得 礼��，， 。 ，一峋
，

夕，

�
， … ，

瓦

事实上
，

由���式
，

利用结果二得

�
·
�·

��
十 ‘� 。

签
‘
厂

口 �

扑一� �

�奋， � 艺 �夕��恤护�
。
���一如川萝刃勿��，

，�勺���，

一 “ 迢
·

卫
�感旬

一马口，

�二�

·‘�一导�息
����‘，，，，〕·

黔���
一 ‘玖物�勿十 “矶护约�匆

由上式 ���的任意性
，

作变换

，一
丢

�，

�‘��
， 二��

，

为独立变量�得

“ ·

�
�十 ‘伪 �

分
� 九一� 于

�一感� 下 � ����叩
，�，
�����一如

，刀了
，��。 �孙

，�，。
��己�

�二�

一 “ ·

�
口十 ‘�

�一 ‘仍

·
分

�

专 〔怠�
名��·，，�·

���睿
。 、 �一 ‘�，”，。������， ’·、’“ ‘

固定 ‘ ，

取 。 ��
，

令 ‘。 �
，
由����粗

�� 控制收敛定理得

呵
�� ‘� �卫一护

必 � �
��寸� 件一 � ，

��。 �知
，�，“�飞�卜几

夕��

�

、 ��
�

�一‘�

�一

了������，�
，。�

�一公， 夕、 �

由于 了 有 �。 阶矩
，

从而随机变量 � 有 �。 阶矩
，

上式两边关于 。 求 � 次导数
，

不妨设 ，�

，并令 “ ” �，

经整理后可得
�

艺对二艺 妈
，
感��

， … ，
汽

夕�� 夕留�

由��〕知 �，，

有正交阵�
，
使

…
，
介 即为甄 … ，

��
，

因此经重排后
，

有 礼��力 仍，�峋
，
夕��

，
一

，
而

�

即

势�

�

、、声口���了���
，一

�
�玉�

。 ，
�

���、

� �

于是
�

，
��兰乞�

，�、
���

� ��� �



其中
���

，

��’ 灿
，
�

。 ，

��

么无�土

吸
忆一另钩

因此 �
� 。 �，

�
，

一 甄�” ’，

… ，

麟�
刃

奋…命�了
���、‘、

�

拜�

、、、��，户�
廿

内�
�

���尸几了了、、

�川一一材 ���
， … ，

瓦

于是引理 �得证
�

引理 � 若 了�刃�
。

伽
，

��， ，

功
，
��了���为� 的连续函数

，

且 � 有有限的阮 阶矩
�

志
， ‘ 一 �， … ， 。 为 二 只 ， 阶对称阵

，

则

��’ ���
， …， ‘ ，�。 ‘ �刹鑫、

、 ， … ， �，�一 �称�

艺
夕二无��

，
二 �七，一���

‘拟
·�

一
��、
�

��
，， … ，

森
��一 � 、 �、 ‘、 已�，�吸

， … ， 、 、 �十 十、 ，��圣
， … ，

�莞
��，�

� 、 。 ���

对
，， �《 了戒瓜

，
�《 么《 ，��，

都非零的充分必要条件是
�

入成
，
一 �

，
后沪犷二�

， …， 。
�

码，���《 歹‘
瓜�是 � ‘

的非零特征根
�

从�

、、、了了����

�

�

�布�口尹了、、、

，�’灿︸卜�

其中厂 是使 域
，
感� �

， …， 。 同时对角化且
、、、了口刀���才

�

从。 几
���… ，力

一�

��

碱
，�

。 ��、 …� 、 �
落一�

， …，

仍
�

�了���口�户，、、

一一���

成立的任一正交阵
�

证明 同引理 �的 �� 可证
�

若有 �
，
��，

使得 山
，
落��

， … ， 。 同时对角化
，

且 ��留
‘ 。

���留生
，
咯��

， 二

坛��
， … ，

无��…�瓜
�

生�

、、、

�
�
�

�

��

���了�了了、、
、

尹�
�一一

‘、、�夕���了

�
无十

充分性
�

由 山�
，一儿�

�一�知
，

存在正交阵 �
，

使 山
，
感一�，

��

� 入钾�
� ‘ �

二 二。
�

引

厂�
�

�
产��

�
、��

。 ��十 “

其中玛
。 ，
�《 歹�几

、
是 �

‘
的互不相同的非零特征根

�

记 � 一�了
，

则 ��刀�
。

��和
，

几
，

刃

将 � 剖分为

… ，
正同时对角化

，

且可使

一
���

·



��

��

��、 �，
物七���

�曰曰肠明

�
、 �� ，�

�蝙

�
�

��二 �劝�

饰一刃钩

尹
‘�‘�
月

����
�������‘����、、

︸�

�·�户 按 � 同样剖分
�

则 ��，�仄
， ‘ ， … ，

�“ 。

��刹卦�二乙
七�� ��七�

艺
了�殆�� 一 �无， ���

、妈
、 �� … ， 、一

��
二�

·

�
��挤

�， … ，

玖
，�

， ‘ �

�、 �、 � … �

���
’
���

，
恤

， ，

叭
�、 ，

二 十 ‘ ���室
， … ，

�尝
��…������

�

必要性
�

由〔��及结果一得�

厂儿了逗
夕�无�

�

芍
殆‘ 、 �‘卜 一

‘ 曰 ，，夕一�七且�咐 �七卜��洲方
� … �祀一�，� �

低
�、 … �、 一�十�， …，

介
�，�� � 、 �

‘
��尸�、

�、 二 、 、 �十，， … ，

呱
�� 二

，

十、 �砚
�十 …，、 ���，， …，

瞬，
�

�、 �
刃 盛一�，

… ，
仍

�

�
，

��
‘�儿�了二

七��… �七�

艺
七�� … �无名

�二无�十 …十无卜���

入界
��� 二�、 一。 约十 艺

夕�死�无�
“ ·

�无�一���

乳界
、、 �… � ‘卜��钩

�

�。
、 �� 二 � 、 ‘ � �十�， … ， 。 、 ��…�、 ‘ ， �、 �� … �、 卜 、 ��， ，

汽
�十 … 十、 �

�

���，�、 名�
�。 ��卜，�， … ， “ ‘ �� �

十。 ‘ ， ” ���二 �、 卜���， ， 肠���
·�构�

鱿
� … 十、 ��� 、 ， …，

排
�，二 、 、 ，

砍
�一。 卜，十�， …，

鱿
�一

场
�功

喀铸不��
， … ，

饥
�

由引理 �
，
入护

，
��歹《 乃

‘
为 �

‘
的非零特 征 根

，
感一�

， … ，
仍

�

入尹
，
��歹�从

，

心
�， �成歹喊

奋为 �‘��。
的非零特征根

�

感笋卜 �
， … ， 。

�

由〔�〕
�

知 �淇
‘二�，� ‘一�

，

且冲
，的重数为 叽

��… �、 二�，�

于是存在正交阵 �
，
使 山

， ‘�

�� 二 ， ” 同时对角化
，

因此
�

�

了
” 、

�

群一斌州
�、

�印
·

‘一 �， ” 、 孟计
“ ‘

十硫
� ��

即引理 �得证
�

定理 若 ��刀�
。

�肠
，

几
，

功
，
�〔劝��为 二 的连续函数

，

且 了 有有限的 �。 阶矩存在
�

式
， ‘ 一 �， … ，

仍 为 。 又 。 对称阵 � 一另域
，

从
， … ，

久�互不相同且非零
�

考虑下面的条件
�

了，�‘
万二
馨
入‘ �’，

帆
， ” ‘ ，

阔
‘
一��

，

恤
， “ 、 ” ”趾 ” 一 ”粼 功 ‘ 一�，

一
麻习�二，��

， …二，�。 二�刹叠、
，

一
夕二�仍一 ��北��

、 一‘
一

��。
�

、��、八�了
胜、曰了�、

�，
，， … ， �。

户
‘
���

忍

�叱
， … ，

叱。 ，

甸，， …， 二。 ��各荃
�， …，

�呈
、 ��兰

�， … ，
�氛

、 ���

�。�二
，，二二含鲡

，

伽
， …，

如
，
一 。 �“ �。 �

， …， 、 �。荃
， … ， 。泛�。�

少。 �

��� 以�� 一万以�办�艺万以式凡�
，
� 一另入，

一

砚
，

衅 �刀�
凡凡

，

一�
，

歹沪了二�
， … ，

无
�

���孟个等式 钩�万鞠 中至少有 而一 �个成立
�

则



���间
，

�石�片 ���
，

间
，

���
�

�����司
，

�心
，

���井 ���
，

秘�
�

��������
，

���片 ���
，

秘�
，

���
�

�����的
，

���井 ���
，

���
，

���
�

证明 由引理 �
，

引理 �及 【司立即可得
�

需要指出的是
，

在这里我们只给出了在椭球等高分布条件下
，
另二几 的非 中心 �以，����

定理
，

对于一般情况的 万
，
其 ������� 定理有待作进一步的讨论

�

感谢林春土副教授对本文的指导
�

参 考 文 献

【�� 方开泰
、
吴月华

，
二次型分布与 。������ 定理

，
经济数学

， ����
�

�， ��一好
�

「�〕 范剑青
，
椭球等高分布族的非中心 ���五��� 定理及其参数估计

�

硕士论文
�

科学院应用所
， ����

�

���

〔�� 方开泰
，
广义多元统计分析一椭球等高分布族理论

�

多元分析资料汇编 �刀」�， 中国科学院应用所
�

����
�

�����
�

〔 生〕 张尧庭
、
方开泰

，
多元忱计分析引论

�

科学出版社
，
北京

�

���么

��� �上�廿�
， �

�

�
·，
� 比��了�� 姐 ��������� ��二

工。 日 �叮 ��������������
�

�协��时�朗 助��怡��������� 及��邓 迈 �如呢
���

�

�
�

��
� ����快吐�� �

�

����远���� �� 时�万汾乙九丘��乙。耐
�

����
�

住�������
�

【 。 � 屠伯埙等
，
高千代数

�

上海科学技术出版社

���一������� �������
‘
�������� ��

����������� ��������� �������������

��人�� ����卫�

��吻‘�叩 �俪‘ ‘ ” 饭勺�

��七了�刃氏�肠
，

几
，

��
，
����� ��

·

�加 � ��，，七��� ��� ���七扭���， 九��七���
�

�� 七�妇

�����
，
���司������ ��������，� 七������ 迈 ���� ������七�� 加�� �� �

‘
��

， ����� � 拍 场

盯��的�� ��七�这
，
拍 �扫。 �朋�火

�
��� �


