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摘 要

本文给出了一类集值有界变差过程的定义
，

并在有限维情况下证明了集值有界变差过程的可

选�可料�对偶投影的存在唯一性
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�
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，
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，
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引 言

集值随机过程理论及其研究的处理技巧在数理经济
、

最优化理论
、

信息论和控制论等方面有

着广泛的应用
�

近年来
，

有关集值随机分析的研究已取得了不少成果
，

然而对集值随机分析研究的基础之一

的集值有界变差过程及过程的投影理论尚无研究结果
�

本文第三节利用集值侧度的概念定义了

一类集值有界变差过程
，

尽管这种定义在形式上与单点值有界变差过程的定义不同
，

但它仍是单

点值有界变差过程的概念的推广
�

第四节在有限维情况下证明了集值有界变差过程的可选�可

料�对偶投影的存在唯一性
�

��
�

记号及预备知识

设��
，
买

，

哟为一完备的概率空间
，

�只�
�。
瓜 为一族上升的下的子 。 一

域
，

满足通常条件
�

��
，

��
·

���为一实可分 ��，，���空间
，

其对偶空间记为�
‘ �

��
，
��为一可测空间

，

�几十 ，
召�几十��为

几� 上 �����可侧空间
�

令

������ �� � ��� 尹。 �
，

�。，。

���� �� 任 �。
�����是 �有界�闭�凸�集�

，

�
，。 、 。

���� �八 〔 �。�����是 �弱�紧�凸�集�
�

对于 �
，
� 任 �����

，

记

����卜
�、，����

��

���
��� ��

，

���� �
，�����

�
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� 任 ��

，

�
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二 ，

助 �� 加 毛��
� 一 �

���
� 任时

，

于�

�� 二 、 �

��� 扩
， � ��， 任对

，
毋 �

任�
巾

��
二 ，
��

，
�，���

夕��

、�。
， �、�
下

，

����‘��
��、�

�’仓
��

一一
‘�了�

� � � � ���
� � 八

，�� �
，
�〔 ��

�

称集值映射 � �� 一 �����为�“
一

可侧�随机集
，

若如下三个等价条件之一成立�网�
�

���对任意开集� � �
，

�
。 �

��
。
�� � 笋。 �〔 “ �

���对任意
二 〔 �

，

���
， ，

侧
。
��

�� 一 �为似
一

可测�实值随机变量�

���存在一列�值�强�可测随机变量 ��，
�，，‘ 全��

，

使得

��
，，
��

�����
、

�
�
�
、 ，‘
七 ��

， 。 〔 �
�

一族以几� 为参数的随机集�凡
，
�� 几��称为集值�随机�过程

�

称集值过程���
，
�全��为可

侧的�相应地
�
可选的

，

可料的�
，

如果映射凡�哟
�几 � 几十 � �����为 下 丫 城几�� �相应地

�
可选

。 一

域口
，

可料 ，一

域户�可测的随机集
�

对于��
，�， 。 七�� 〔 ��，

�尤�
，

定义集值无穷级数和为
�

又 �
�‘
二

�

份� �

二 又 价
‘

无条件收敛
了乙二 �

设�
�探 � �。���为一集值映射

，

满足��必�二 ���
，

我们称其为
�

���集值侧度
，

如果对任意不交集列��
，，，，�全 ��� “ 有

� 几��几
，、

�
二 “ �

，

必
��

�、

�

��� 占
一

集值测度
，

如果����〔 �，���
，

� �夕
，

且对任意不交集列��
，‘ ， ，‘ 七 ��� “ ，

有

睿
� ‘��，乌

，‘
�息

“ 犷

�
� ，，

一
���� 弱集值测度

，

如果对任意
二 ‘ 〔 �

’ ， 、
�了

，

����是实值测度
�

对于集值侧度�
�“ 一 �����

，

� 的全变差 ���
�“ 一 兀�定义，��

�������
�、，一�艺 ����月

‘
���

，
� 任�

，

其中二表示 � 任 �的�
一

可测有限分划全体
，

若������� 、 ，

则称� 为有界变差集值侧度
，

用

��田
，

�，���表示��
，
��上有界变差集值测度全体

�

关于 尔集值侧度
，

弱集值侧度有类似定义
�

对于集值测度�
�� � �、 �

。
����此时� 也是尔集值侧度

，

同时又是弱集值侧度�
，

� 的半变

差�����
�“ 一瓦定义为

�

�������卜
、 ��天�

、�
二 ‘ ，

八��
·

������
�� ’

任 �
‘ ，

��
二 ‘

��三 一召�几���
，

其中卜�
二 · ，

������表示广义测度
、
�
二 ， ，

�����的全变差
�

若 ”������� 、 ，

则称� 是半有界变差

的
�

用���’ �〔�
，
����表示��

，

�，� 上半有界变差 �。 。 。
���值测度全体

�

设 �。 表示集值侧度 � 的向量侧度选择全体
，

如果 � � �以�
，“ ���

，

则�� 笋。 �����
�

·

���
·



��
�

集值有界变差过程

定义 �
�

� 设��。
，
��

� ‘飞� 召�几十�、 �，���为一集值映射
，

若对任意山 任 几
，

对�。
， ·

�是

〔几十 ，

��凡��上集值测度�相应地
� 占集值测度

，

弱集值测度��对任意� �川五十�
，

���
，

�� 是一随

机集
，

则称 �风�叼 二 ��。
，

��
，

���
，
�全 。�为集值侧度过程�相应地

�石
一

集值测度过程
，

弱集值测度过

程��如果进一步
，

对每个 甲 任 。 ，

��。
， ·

�任 侧幻以��
，

侧几�����
，

则称�从
，
�全��为�半�有界变

差过程�相应地
�百

一

�半�有界变差过程
，
二

一

�半�有界变差过程�
�

对于集值侧度过程�从
，
�全��

，

其轨道实际上是对应于�几� ，

侧几���上的一集值侧度
�

任一

尸叮
。

���值参集值测度过程�相应地
� ��一

集值测度过程����
，
�全��的所有轨道是 尔右连续的�相

应地
� 切右连续的�

�

定义 �
�

� 设� � �从
，
�七��是一尸�

。

��夕值有界变差过程 �或 参有界变差过程
，

或 。 一

有界

变差过程�
，

���称对 是可积有界的
，

如果 〔��材��。
，

几���� ��
，

其中�对�沙
， ·

�表示��。
， ·

�的全变差�

���称盯 是局部可积有界的
，

如果存在停时不
、
����

， � �
� ，

使得 ������江�
，

不
、

卫��� 、 ， ，‘ 七 ��

����称 � 是准局部可积有界的
，

如果存在停时 几 下���
， ���

，

使得印�����
，

界
、

江��� ��
，

，乙� �
�

设� � ��
，，
之七��是一 �。 、 。

���值有界变差过程
，

则由���中定理 �
�

��可知
�
若� 是适应的

，

则� 是准局部可积有界的�若对 是可料的
，

则� 是局部可积有界的
�

下面的命题�
�

�一命题 �
�

�是不难证明的
�

命题��� 设�风
，
� 七 ��是 氏介���值有界变差过程

，

则对任意的 � 任 � 及扩 任 �
· ，

�
‘��

� ，

���
，
�全��

，

�
、
�
� ‘ ，

从�
，
�七 。�和 �石��

二
�

，

对
�

�
，
�七 。�皆是实值有界变差过程

�

推论 �
�

� 设�从
，
�全 。�是 ���

。

���值有界变差过程
，

则 ����
�

��
，
�七。�及��从�

，
�七 。�皆是实

值有界变差过程
，

命题�
�

� 设���
，，全 。�是一 �碱

。
���值有界变差过程

，

则下述等价
�

�����
，，
�七��是适应�相应地

�可料�集值有界变差过程�

���对任意
� 〔 �

，

����
二 ，

从�
，
�七��是实值适应�相应地

�
可料�有界变差过程�

����对任意
二 ， 〔 �

‘ ，

����
二 · ，

�
�

�
，
�之��是实值适应�相应地

�
可料�有界变差过程

�

斜
�

集值有界变差过程的可选�可料�对偶投影

本节恒假定� 二 几“ 为有限维欧氏空间
，

�卜��为几
�
中欧氏范数

，

此时�
·
二 几�

�

命题��� 设����是��
，

�，� 上 ���
。

�几“�值测度
，

则下述三条件等价
�

�����
·

�是有界变差的�

���对任意
二 ，
��

‘ ， 、
�
二 ’ ，

��
·

��是实值有界变差的�

���存在� 任 氏�
。

�介
‘
�

，

使得对任意� 任 “ 有���� � �
�

证明
�
由命题 ����可知���井 ���

�

���、 ���设
。 �，…

， 。 ��是 �、 个向量��
，… ，

士一
，… ，

��。 侧
，

记
。
�

·

��� 艺理
，
�
�
�
。 ‘ ，

材�
·

��，，

其中����
�‘ ，

������表示实值测度
、
�
。 ‘ ，

�����的全变差
，

则
。 是��

，

��� 上非负有限测度
，

且对任意
� 〔 ����

，

有��
二

���
。
��� 三 。

���� ��
，
� 任�

�



令

� 二 �
， 任招川

二
月三

。
����

则知� 〔 氏了
。

��“�
，

且对任意� 〔 “ ，

有�门�〔 �
�

���幼 ���定义
。 �，… ， 。 ��及

。
�

·

�同上
，

则由���知
�
�
。 ‘ ，

盯�
·

��是实值有限测度
，
�� �

，… ，
�汉

，

从而知以
·

�是非负有限测度
，

且对任意� 〔 “ ， 二 任 ��助有

��
�
��三

。
���

。
���� 、 ，

故知��
·

�是有界变差的
�

引理 ��� 设 �
’
� �叮��七 ��是刀

‘
中可列稠子集

，

�
� “ � 氏介�几，��为一集值映射

，

则

盯�
·

�是集值有界变差侧度当且仅当对任意
二
犷〔 �

， ， 、
��犷

，

�����是实值有界变差侧度
�

证明
�
由命题 �

�

�及支撑函数性质
，

利用���中定理��
�

�易知
�

记

�� ����
，

�
〔， 石��

�
三乙

〔‘ ，

��任 ��十 日 ��二�召�几���
，

其中�十 表示丑千中的有理数全体
，

并约定 〕。
，
�二〕刊 ‘，，

�、 �
，

作

， 一

�艺
�‘��

。 �，

、 �〔 �

，� ，�为�互不相交的有限族�
，

则八是由半域�生成的最小代数
，
只中只有可列个元素

，

并且有侧几��� 州川 二 城必
�

定理 �
�

� ���设� � ��
�，
�全��是一 氏�

。
�几“�佑准局部可积有界的有界变差过程

，

则存在

唯一 �。�
�

��“�值可选有界变差过程 � � ��
�，
�全��

，

使得对任意
二 ‘

任 几“ ，

有

、
�
。 �‘ ，

从��
、
�
二 � ，

八了��
� ，

�全��

���设� 二 �从
，
�全��是一 氏�

。

�介
‘
�值局部可积有界的有界变差过程

，

则存在唯一 尸叮
。
�几勺

值可料有界变差过程 � � �从
，
�七��

，

使得对任意
二 ‘
任砂

，

有

、
�
， ‘ ，

����
、
�
� � ，

���
�，

�七�
，

其中
、
�
� ’ ，

��
“

和
、
�
� ’ ，

��
“
表示实值过程洲

二 · ，

�
，
�

，，全�� 的可选和可料对偶投影
�

证明
�
在���或���的条件下

，

易知对任意扩 〔 几“ ，

实值过程����
二 · ，

���
，
�七��是准局部可积

的或局部可积的有界变差过程
，

故 、�
， ’ ，

盯�
“

或
、
�
� ‘ ，

人幻
�
存在

�

下面只证���
，

�约的证明完全类似
�

由���中定理�
�

��知
，

对任意 、 。 、�，存在
�，�
�、

， ·

�〔 玩恤
，�

�
， ，，，
�、

， ·

�是�几� ，
召��十��上丑十 值

有界变差测度
，

且对任意�、
，

助 〔 ” � 拭几��
， ，，‘
�、

，

�� 任���、
气

��
，

故对任意
��‘ 任几“ ，

� ��‘
， ，，，
�、

，
��� 三

�
�
� ‘ ，

��。
，
井��

，

，，

阵 �
�，，。
�。 ��

，，‘
�、

，

��
，
���

，
�全��是 几

�
值局部可积有界变差过程

，

设
�，“ 〕

�
·

�是
，，乙
�

·

�对应的可料对

偶投影
，

则对任意叮 任 �� ��
’

的定义同引理��
，

且假定 �
。 ‘ ，
葱� �

，… ，
���� � �

、 ， 。 、 是 ���个向量

��
，… ，

到
，… ，

��任丑“�
，
� �拭几���有

� 二
犷

，了，��
�。

，
��� � � 之

·

犷
， ，，，�，’

�。
，
��三

、
�
�
犷

，

��
朴�、

，
八�



设使上式不成立的例外集为鸡
，
派全 �

，
� 任侧丑十 �

，

其中� 叮 盯 � ” 和
、
�对

， ” 护分别表示实

值过程 � 叮
，

� �和
�
�对

，

��的可料对偶投影
�

令

万 � � 心
，

全� �〔 通

则��万�� �
，

且对任意 。 任万
“ ，二
才任 �

。 ，
� 〔 滋

，

有

� “，
犷

，�，沪�、
，
��� 兰

�
�
�
二

，

��
�
�。

，
��

�

对 、 〔 万
“ ，
� 任 滋

，

令

�
‘

�。
，
��� 门�

� 任侧�� �
犷

，� � 三 、
�
�
了

，

对�
，’
�。

，
八��

全�

��

�� 门�
二 〔 几��� 。�

，盆�� 三
、
�
。�

护二 �
��

‘，
�。

，
���

则知

�
‘

�。
，
��任 �。，

。

�几�
�
， 。 任万

‘ ，
八 任月

，

�
�
�
二

，
�

‘
�。

，
����

�
�
��
犷

，

��
�
�。

，
��

， 。 任万
� ，
� 〔 月

�

对于 。 � 万
‘ ，

由于���对
，

��
”
�、

， ·

�是月上实值有限测度
，

故由引理�
�

�知 ���。
， ·

�是滋上

肠
�

�侧�值测度
�

由 冈 中的引理 �
�

��可知���、
， ，

�能够 唯一地扩张成为可川 � 侧几��上

�。，。

�几��值集值测度
，

记为��山
， ·

�
�

对于 。 任万
，

令

��。
，
��� ���

，
� 〔 ��几��

，

则对一切 。 任 �
，
��、

， ·

�是侧几�� 上 尸好
。

�丑
“
�值侧度

，

且对几乎所有 。 任 几
，二 ’ 〔 几“ 有

。
�
二 � ，
��。

，
����

�
�
二 � ，

��
�
�。

，
��

，
� 〔 召�几��

�

由命题�
�

�及引理 �
�

�知集值过程 � � ����。 �� 万�。
，

��
，
���

， ‘ 全 。�是可料的���
。

�几�
�值有界

变差过程
�

至于� 的唯一性
，

由实值过程
、
��

· ，

��
”
的唯一性及支撑函数的性质易知

�

对于准局部可积有界�相应地
，

局部可积有界��好
�

�侧�值有界变差过程� 二 �从
，
�七��

，

称

由定理�
�

�中唯一确定的氏了
。

�几
“
�值可选�相应地

，

可构有界变差过程�
� �从

，
�全��为� 的

可选 �相应地
，

可料�对偶投影
，

并记为对
”
� �对君

，
�全���相应地

，

� ” � ��厂
，
�全���� 对任意

�·
任丑�，

我们有
�
�
二 ， ，

对�
�
� ，
�
二 � ，

�
�

��相应地
， ，
�
� � ，

��
” � 、

�
��� ，

�
�
��

�

假设�是一有限停时

�相应地
，

可料时�
，

可以证明
， 〔�场」� 〔�衅��相应地

， 〔�场〕二 〔�衅��
�

参 考 文 献

��� 严加安
，

轶与随机积分引论
，

上海科技出版社
，
����

�

冈 张文修
，

集值刹度与随机集
，
西安交通大学出版社

，

���乐

�����
� ，
�

�

�
� ，

�����
，
�

�

�
�

��������
，
�

·

�
� ，
�。 、 ‘饥�，￡‘二，�，。 �����， ��� �������记‘� ����“ 位� ，

�������� ����� �“ �

��� ����� ��、�
�

��� �� ������ ����� ���，�� �������������
，
����

�



�����
��‘��， �

�

���� �����
，
�

�

�
�

��
� ，
����‘�� ��，���、 ，

�，。 。 ， �

几‘ �·

【�����������，
�

� ，
��卜���

，��〔�，，，�、 �
·
��，，

以对，，

���
�

���������

�����
��

，
�

�

�，������，������
，
�

� ，
��、 ‘ 。 �����

， 。 ���、 〔����
。，�，�� ��������

几了二���
�

�、 ��
�

�������
，
���

一
��

�

������
��

，
�

� ，
�������

一

����
‘����一 ���。

， ·，。 ���、 ���� ���
一 ���、，�〔��、��， 、 ，，、 、

����
��������硕。 ，、 ， �

�

�
� ，
���� ���� ��

��。 汀
。�����，�� �、 、 盛���� �����一 �

����‘�� ，，‘�� ” ‘，���，
�

�

几了，‘�亡￡
�

�、 ��
�

��������
，
���

一
���

�

，人
�

���
� ，

‘��弘���
�

��，
����

�
，�����比

��，
��、��� �������

，
�公��

�

�����七�一�腆�邸
��一������������ �让�、 ‘二����、�

，
�

�

��
，‘���

�

�� ��
�

�������
， ，�一���

�

�，��一����
一� ����。〕 一�

，
�

， �

������
、一����������一����� �����、

��‘

� ����� �����
一������ ��� ������ ����飞 ���、��� ���������

�，����� ��������
��������

�安�� �������

��人
�，、 。 ��， �，、 � ‘、 ‘，‘艺。 。

���
。 。 ‘，�。 ��叨 。 �、，

��� 。 ，�� ‘�

��� ����� �������
， �、 ����� �����

一�����������
·

� �。·�、 。 � ��������一��� ��、一��������� 〔�����、 。 ��
�

���� ���� ������一��。

�，，� ���。 、，������������ ����。 ������������，，�、���
��。 。毛����������

���
�
�����，�� �� ��、����������

�

���
·


