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摘 要

本文包含两部分
，

首先我们证明了一个定理
，
它断言

�

在唯一的条件
“ 不同参数值对应着不同的分

布
”
之下

，
必存在一个

“
几乎相合

” 的估计
，
其次

，
基于这一结果

，
我们在很一般的条件下证明了当样本

量趋子无弯时
，
一个贝叶斯决策必然是贝叶斯相合的

，
也就是说

，
若以 月。

记样本量为
、
时贝叶斯决策

的贝叶斯风险
，
则当 ” ” �� 时有 �。 ” �号����声�这里�为损失函数

，“ 跑遍行动空间
，
而��为真参数乞

户 � 二理三
�

— � � �斗

设有欧氏可控空间 �二
，

启�
，
即 二 为欧氏空间 �

“
或其一 ����� 子集

，
启为 二 的一切 ���吐

子集构成的 二 域
�

在月上有一个概率测度族 ��
�， 口〔 日�

，

参数空间 �为欧氏空间 �气 或其

一 ����� 子集
�

设 �
�， … ，

�
，

为取值于 ， 的 五�样本
，
其公共分布为 �

。 �

要利用这些样本

去估计某一定义在 口 上的已知函数 ����
�

大样本理论的一个基本问题是
�

在什么条件下存在

夕��� 的一个相合估计
�

这个问题前人已有过一些研究
，
例如可参看文献 〔�� 和 〔�〕，

这些工作

都需要对分布族 ��
。 ，
�。 日�与 ����加上一些条件—有一个条件是不言自明的

，
即当 尸

�、 �

�
，，

时必须有 �����一��氏�
，

但除这个显然条件以外
，
可否不加任何条件就能证明 ���� 的相合

枯计存在呢�对这个间题
、

陈希孺同志曾举出一个反例
，

证明是不可能的
�

本文的目的之一就是证明
�

如果把相合性的需求略为放低一点
，
就可 以证明存在性

�

设在

参数空间 口 的一切 ����� 子集构成的�’��域 少 上引进一个概率 测度 ，，
设 �

。
�少

”

�了
�， 二 、

工
”

�是
�
几乎处处有限可测函数 ���� 的估计

， 。 ��
，
习

， … ，

若存在 通任少
，

城��一�
，

使当

。 ‘ �，
�
钾 特

，
必有 甄么���

�
，
则称 �

。

为����的几乎弱 ，一相合估计
�

若将上述 �
”

六
抓即改为 �

。
��

。

叶夕����一�
，

则称 �
，

为 ����的几乎强
�一
相合估沐 本文定理 �将证明

�

对任何

，，
����的几乎强

�一
相合估计必存在

�

这个结果可被用于解决 ���明 决策的 ���明 相合性问题
�

关于 ���帕 估计在通常意义下的相合性
，

在文献中有不少讨论
，
比较近期的工作可参看

移〕 和 【�〕 ，

然而从统计决策的观点看
，
更有兴趣的是 ����� 相合性

，
即当样本量 �

��� 时
，

����。 决策的 ���明 风险收敛于损失函数的最小值
，
此值可以调整为 �

�

本文将证明
，

若损失

函数有界
，
则只要它满足一个很轻微的条件

，

则 ���” 决策必为 ���明 相合
�

即使损失函数

不有界
，
也只要再增加某些仍属自然的条件

，
��了�� 相合也可以保持

�

值得提出的是
�

可以举

出这样的例子
，
其中 �，�明 估计的 ����。 风险为有限

，

但 ����� 估计并非 ����� 相合
，

就是

说
，
根本不存在 ����日相合的估计

�

本义��以 年 �月 �日收到
， ����年�� 月 �� 日收到修改稿

� ��� �



二 几乎强相合估计的存在性

本节的目的就是证明下面的定理
�

定理 �
�

在前面的记号下
，
若当 �

�笋氏 时
，
���笋��，

又设对任 何 �任月
，

几�注�为 �的
�����可测函数

，
则对笋 上的任何概率测度 ，，

夕�的的几乎强
，一相合估计必存在

�

为证明定理 �
，
以几 记概率测度 �，

的分布函数
，
以 �灼

，
伪

，

… 记 丑“
的全部有理点

�

任取 �’� ，

把 �
。
�灼�视为 口上的函数

�

据很定它是 �的 ����� 可测函数
�

给定 ���
，
据 ��滋。

定理存在有界闭集 此�口
，
使尸

。
�灼�作为此 上的函数

，
在 �，上连续

，
且

“
�。 一万��� “�跳 记 万 一

口万
，，则

��口一����，
且对任何 夕

，
尸，
�灼�作为 口在 万 上的函数

，
在万 上连续

，

由此可找到一串有界

闭集 口、�口
�
� …�日，

使
，
�叹��」

一 ，

当 ‘。 �� 时，

且对任何固定的 �
，
及 丑“

中之有理点你

尸
。
�灼�作为 �在 �‘

上之函数
，

及函数 ����
，
都是连续的

，

对任意两个 再维分布函数 尸��
，
夕、

定义
�

刀�尸
，�， 夕 “ ·

�一毋尹�夕
“ �
�灼�一尸

，，

�灼��一器��
。 �

�
“
�一刃

。 ，
�“ ��

易见对任何 口‘
及常数 ” ��

，
有

������尸
��， �

��

�
�
�、 任。 ‘， �

�〔 口‘，
��
�一口

�

��勺���

不然的话
，

将找到 ��笋��都属于 日‘，
使 ��夕、 ，

尸
��

���
，

这将推出 尸
��一尸��

与假定矛盾
�

现取一串常数 肠砂
，
仇�咖�一 杏�记

。 。 一 。�������
�
�一������

�
��〔 日。 ，

��任口。 ，

���
�一氏��《 �无刃。 � 。 一�

、
�

， …� ���

�。 一 ������夕
，�， 尸��

�
�
��〔 日。 ，

�
。
任口。

���
�一 氏���刀

。 � 。 一 �
，
�

， …� ���

其中 叭
，
加

， … 可取得充分小，
使嘶” �，

当 。 ” �� ，
又按前述

，
有 侃��

，
记

“ 。 一������。
，

溉��� ���

根据 ������ 和 ������扬
� 的一个结果�见 【�〕�， 存在自然数侃 ，

使当 ，�九� 时
，
对一切 �任沙

有
�。
���夕

。 ，
�

。
�》 。 。

����
。 �

���
此处 �

。
为 �

�，

了
�， … ，

刃
。

的经验分布函数
，
不失普遍性

，
可设 、 �、 �… ，

现把空间 �
“
剖分为一些立方体

�

��一��
�， … ，

���
��，。 。 喊�，��。 ，���刀

。 ，

了��
， … ，

�� 内一�
，
土�

，
士 。 ， … ，

把这些立方体排列为 刀�，
刀�， … ，

其中心记为 兔
，
如

， … ，

定义
�

��
，，一�。

” ，��
�， … ，

二
。

�一

�
�

，
当氏��，� 必

������尸
。 ，
尸

。

�
，
�〔 日。 门凡�

，
当氏门��钾必

�孙

易证 荟。 、 为 �����可测
�

现引进估计量 �
。
��

。
�了

、 ，

了
�， … ，

了
。

�如下
�

找 ，，
使 、 。 � 、 �。 ���， 计算曹。

，，，

夕二�
，

�
， … ，

因为 口� 为有界闭集
，
除有限个 �之外

，

皆有 荟，，��
，

找最小的 夕�夕
。 �夕

。
��

�，

�
�， … ，

�
，

�
，
使若。

。 �

��作

达到最小
，
即

若。 峨二�垃�若��，�
�

夕一 �
，
�

， … ，

好
，
且氛�，，�若�峨

，
当��九

望
�

�了
�， … ，

�
。

�一 ��
�，�《��，二�，一 ，二一 》

�

一 ��‘ �



显然
，
因品��， 可测

，

甄�了
�，

几
， … ，

了刁可测
�

令

氏一 ” 一思氏
，

设真参数值 夕任日一鸟
，
则 �〔 �，，

对某个钩
，

当 、 充分大
，
因而 仍 充分大时

，

有 。 �低
，
因而

口任日‘
�

设事件 �刀��
、 ，
尸

，
���
砂 发生

，
�属于某个 刀

�，
环绕 丑

�，
尚有 �“ 一�个 �刀�中之立

方体
，
其全体连同 刀

。
本身在内

，
构成 ，，

不难知道
，
刀、 必在 ， 内

，
因而若 刀�

�

在 ， 外
，
则

纽�切�几
，

风�
�
�〔 氏�在

，
外某点舀达到

，
但 ， 外之点与 �之距离不少于加

，
故按���式有

刀�夕
。 ，
尸，�》 �。 》 �日。

�

又 因为 刀�尸
。 ，
尸

。

�� �� ，
二者 结合

，
有 ��尸

， ，
尸。�� 。 。 ����

一，

几�与 ������尸
一， 尸

。

�
�

�〔 氏�在 乡处达到矛盾
，
这就证明了刀，�必在

， 内
，

因而其中心 灼
�

与 夕之距离不超过助肠
，

因此据���式
，

有
���夕�一�

。

�二朋夕�夕�一��������、
现任给

���
，

找 。 �
充分大

，
使当 。 �。 �

时
， “ ���，

又找枷 充分大使��枷�
。 ，

找 �
。
充分

大
，

使当 。 ��� 时满足 嘛喊
��际

��
的那个 。 ���

��。 。 ， 。 �，

物�
，
则根据以上讨论及 ���

式
，

有 �梦���
。
一夕����】������二

，，

当 。 ��。

按 �����一���么����引理
，
即得

刃晋��
，

叶夕������
，

此结果对于任何 �〔 日一氏 成立而 袱氏���
�

定理 �证毕
�

�注
�

上面构造的估计 少
。

具有如下性质
�

对任何样本��
�，

几
， … ，

了
。

�
，
�

。

�了
�，

兀
， 二 、

�
，

�的取值必在����的值域 ���刃
�
�任口�内

，
这一点对以下两节有用�

�

三 ����� 相合性— 损失函数有界的情况

设给定了行动空间召
�

假定 �是欧氏空间
，
或欧氏空间的 ����� 子集

�

召 的一切 �����

子集所构成的 。 域记为万
，
设给定了定义于 �灭几日上的损失函数 ��。

，

��
，

假定 � 为 非负
，

����� 可测
�

设 日 的一切 ����� 子集所构成 的 。 一域 上给定了先验概率测度 ，，
占一叔�。

刃
，， … ，

了
。

�为一决策函数
，
其风险为

�

��”
， “�一
上

�

��”�‘ �， … ，

了
·

�
， “���

，
�‘ 玉

�…护
。
�‘ ·

�
，

而 ���明 风险为
��”�一
�
。 ��”

， “��·�“，
·

注意 丑�匆与样本量 ，有关
，
如果

�力刀 ����一������。
，
��

� 。 任泞
，
�〔 口� ���

则称决策函数 �为�先验分布
� 之下��

���� 相合的
�

定理 � 若损失函数 工满足以下条件
�

�
�

�����可测
、
非负

、

有界�

�
“

对某个 �任口
，
存在决策���� 〔 �，

使 ����的
，

的 一��这表示对某个状态 �
，
有一个损

失为 �的决策�����且 ��
�，

��当固定 �时作为 。 的函数
，
在 。 一 ����处连续

�

则 ����� 决策

必为 ���明 相合
�

证 根据定理 �
，
存在 �沪�的几乎强

� 相合估计 �一创�
�，

�
，， … ，

了力
，
于是存在 � 零

�
���免



集 �
�

使

�如 ��占�了
�，

几
， … ，

�
，

�
，
��一������

，
��一� �

�，�

�百鸟

又因为 石 有界
，
按控制收敛定理

，

有

功刀 ���
，
����

，

由石 有界知 � 有界
，

故 由���
，
再由控制收敛定理得

夕百口 �孙

�加 ����
一

忽�
。 ��”

， “，‘ ·��，一�
·

故 ����。 决策必为 ����。 相合
�

定理证毕
�

�四� �����相合性—损失函数无界的情况

损失函数 石有界是一个限制性很大的假定
�

本节将去掉该假定
�

并沿用 前 面 的记号
�

定理 �
�

设损失函数 �满足定理 �中除有界外一切条件
，
又设存在 �。 ” �有界集，

序列口� 个

口 和厅
，

个习
，

满足以下条件

�
�

阳����
�，
��

��任习�
，
�任���一�

�� 对 二��
，
无》 � ����

�
“

对任何 。 ，

存在 乙一不。
，
使当 �任口。 时

，
�归�任习二

�
�

对任何 �
，
记 �伍

，
口�� 。 �����

�，
��

��任召�� ����

则

��
���

，
�，�“ ��，��� ���少

�� 对任何 �
，
存在 ��介��

，
使

�
。 。 。 �
��

�， �����
、 ��，

此处 万��
，

�� 为以 � 为 中心
， �为 半径 的球

�

则 在先驱 分 布 � 之下的 ����，决策必 为

����，相合的
�

这些条件形式上较复杂
，

其实都是很自然的
，
在通常应用中一般满足条件

�

以 口一�� 租

召。 �石
这个情况来看

，
�。 和 习。 可取以 �为中心

，
半径为 。 的球

�

条件 �
“

无非是说 � 在整

个空间可以无界
，

但在有界的范围内应为有界
�

这一般不成间题
�

条件 �
“

是说当 �有界时
，

相应的最优行动也为有界
�

这也是通常的情况
�

条件�� 满足只须取 奴��
�

只有条 件�� 是

一个较为实质性的限制
�

在许多情况下�但不总是如此�
，
此条件相当于要求对任何 �，

有

际��，
�公

而这个条件通常对于 ����。 决策的 ����。

为 自然的要求
�

���。 ������
�

风险有限
，

是必要的
，
在这些条件下

，
条件 �

现转到定理的证明
，

记 石。 一口一氏
，
厚。 一�一月。 �

取完 �� 〔 凡
，

找 。 充分大，

使

仁��
。 。 ， ���，�����

�口�

“

就成

����

这种 。 的存在由条件 �
“

推出
�

按定理 �
，
存在 ���� 的几乎强 ，相合估计 占�占�几

，
幻

， … ，

甄�
，
其取值全在 习 内

�

为书写简单计
，
不妨设例外集为 日。

�试氏����为空集
，
不然的话

，

只须

以 口一口。
代替 日去进行讨论即可

�

定义一个决策函数 �如下
�

一 ，�� �



�’�卜����取��二占�气
， …，

甄�一
苦�苦�花

， …， 二。

�

���

其中 正是这样决定的
�

按条件 �
“

存在 瓦

名十�
，
现有

当 丢�负
， …， 二 。

�〔 夕�

当 石�气
， … ， 二 ”

�百尽
、

使当 �任日� 时
，
�。 满足�����

，
有 ���、任夕‘，

，���一�，�。
， 。�己。 �。��「，�。

，
��‘ ，���

�口� �日�

其中 ，�”
，
��一

上
。 ‘ �”�。

， …， 、 �， ��、 ，
�二�…、 。

�
二，

�是 ” 的风险函数
�

按 ” 的定义��‘�及

条件 �
“ ，
当 �〔 氏 时

，
石���气

， … ，

气�
，
��《 口。 �有界

，
由于 �呻�归�

，
按定理 �条件�

� ，
有

��� �②，
口���

�

再加上 ���
，
��有界�不超过 ��、

�
，

按控制收敛定理
，
即得

、，了、���卜」�下
卜户‘、沪‘、短反

“ �民 “一， �“卜 ”

对�场�右边第二项
，
找 材�二

，

使

几
“�‘

， “�“ ·�“，� ‘

这种 。 的存在由��幻式得出
�

因为对任何 吃
， … ， 二 。

及 口有

石价�叱
， ，

二 ， 二 。

�
，
夕�喊�份

，
��

，
故有 ���

，
��成入恤

，
��

，

因而由����得

几
“ 、” ， ，“�·�“，� ‘

现任取 �〔 口
。 一氏 �口

。
�石。 �

首先
，
按条件 �

“ ，

对这个范围内的 口及任何 叭
，

����
二�， … ， 二。

�
，
��簇�

。 、
���

����

勿
， …， 二 。 ，

有

按定理 �的假定 �
“ ，
对给定 。 ��

，
存在 刃，

��� ” ���
，
使当 �

。 一抓的��刀时
，
有 石�场

记 �
，一�。

� 。 〔 夕，

��。 一抓印��价
�

所有的样本�气
，
勺

， …，
殊�可分为三种情况

�

�
�

��污�九
， … ， 。 。

�
，
��任�

，
�习、 ，

�
，

��污�
二�， …， 二。

�
，
��〔 刃。 门尽、 ，

万
。 一月一��

。 ��苦�叭
， …， 二。

�
，
��百尽

、

����

口����

若 叭句百月
�，

则按 污的定义
，
条件 扩 及 刃��

，
可知情况 。 的概率为 �

�

又由丢的几乎相合性

及 �的定义����
，
可知情况 �

、 �的概率分别为 氏。

有 �归
，
��喊�

”

协�而
，
�����一�

��

�石��
。 ，
��

，
于是

及 �一氏
。 ，

其中 ��� 风
，��

�

故在这一场合

�� ������
，
��《 石�内

，
口�

若 ����任夕
�，
而以 ‘ �，

民
�， ‘ 。

分别记以上三部分样本的概率
，
则仍有

��功 �
，�� �

�

����

于是
，
因 �仍

，
夕�《 �，�。 ��

。 �
���

，
��� �，�石�

�。 ，
夕�有

五� 二�丑��
，
��《 。 �石�

�。 ，��

结合����
，

����并考虑由����得 ���
，
��当 �任日

。
一口。 的有界性得

����

���皿
�

几
“ 一 。 ���”

， “�“ ·�“�‘
�
。 。 一 。 ，

��� ������
，
���

，
���

、 。 ��
���

。 ， 。�‘ ，���、 。 �
�
� ���

。 ， 。�‘ ，
�。�、 。 � 。 、 、

夕日“ 一口� � 四�

最后一式根据����
，
于是有

����

�
勺��二



五� �����占�《 五功 ���几
�

刀�占
，
���

，
�������

。��

瓜
��”

，
��“ ·�“，

十��� 日�����
一‘ ��”

， “ ’“ ·�“，‘ “ ‘ ·

�书�

由于 ����� 决策的 ����。 风险不超过��旬定义的决策 �的 ��” �风险
�

故由����及 �》 �的

任意性知
，
当样本量 、 。 �� 时，

����� 决策的 ��了�，风险趋于 �
，
这完成了本定理的证明

�

��〕
〕 ��
���

���

���

参 考 文 献

��
�������

，
�

�

�
�

��日
‘

�������
�

�
�

�����日��������������
，
��������

�
����

�

����
·

肋
���， �

�

�
�

������树
���月�尹。 牛‘彻公仍， 少�田阳伽 �� �

�才�。饥�亡‘绍�名���‘�云‘� ����
，
����

， ��������
·

��������������即盯
�幼刁名俨‘口 刀“ 夕口‘如” 刀口夕，���初” �

������ ��������灯��
，
����， ��������

�

枷
�

��� ����朋
� ���日� ” 。 乙。 � ��

， 。 �孔如。 “ 卜份初朋 篮。面乙二“ 、 珑
。无哪。 仍��� 了�叩��。 ， ������ 吐 ��

������。 今

����，
��������

�

������ �
�，

�
�挂�����

， �
�

如 云儿� �田‘�才感。 ，� �� 少儿� 。
哪犷‘� �初州、�云初，

�“
，口‘乡如 �� �。 口

扮 �几�” 。 � 佣
�必���’ ，

竹
��� ���� ��

·

�� 召口�
�

��一�������
�

����
�

������ ����������� ��� ����� �����������

��人� �工������

�址日 ����� �����日�� ��七�� ���七�
�

乃
��么�� ����� � 七������ �日日��七��� 七��� �����

七�� 的�������七���
，
七��七由任����七������七�� �����， ����������加 由任����七由�七����七���。 ，

�� ‘，����
日方 。 ����。七��么，，�。七����� ��七��� ���� ��七�� �� 。七 ���。七

�

���七�
�� ����� �� 七五�吕

�����七
，
�� 日����

， ����� ���� ������� �����七����
，
七��么 �� 七�� 日����� ���� 加��� �。

�����炜�
， � �������� �切�七��� 坦�日、 �� “ �������� �����。七��七” �� �� ����七� �� �� ���

������� 吻�
��七�� �����士�。 。七��七�����七� 。 ‘ 。 ��。 以困� �，

七����凡今�可 ���
。 ， 。 �。 � 、 。 ��，

�����石 �� 七�� ���日 ����七���
， � ���� ���� 七�� ��七生�� 日���� ���先 �日让

� 幼��邵���
。 七。 �，

�即�


