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摘 要

本文给定一个非紧空间的 �
�����二

�
�� 。 量

，

然后构造一个适当的动力系统
，

使得有限维俄��
，

态的极限 �功�。 态是这个系统的可逆测度
，
从而是这个系统的不变测度

�

荟�
�

引 言 和 符 号

平衡态的定义见 〔��
�

在 〔�〕的导言中写到� “
要识别平衡态的定义是正确的

，

唯一的现实途

径是构造出适当的动力系统
，

并且验证所假定的平衡态恰好是这个系统的不变测度 ” �

由此看

来
，

构造已给 ���������
�� 量的动态过程是一值得研究的问题

�

「�」中对一些特殊模型进行
了研究

， 〔�〕中对 ��
，
��

，
上有势的模型给出了一般性结果

�

乞���
， 〔��的研究都是在紧空间上

进行的
，

非紧空间上在这方面的研究目前很少见到
�

木文的主要目的是给定一个非紧空间的

������������ 量
，

然后构造一个适当的动力系统
，

使得有限维 �����态的极限 �山�。 态是这

咋
、

系统的可逆测度
，

从而是这个系统的不变测度
�

本文所给的非紧空间的平衡态刻划如下
�

设 ��了
，
己��

，

�，、 〔 � 万
。
垒分

‘，
�

“

为 二 维欧氏空间
�

忍会�� 刃
， ，

�且之 。
�

刀�几�续月 �
“ �

�

�的距离定义为欧氏距离为 内
�

�。

�向
�

刀
。
�� �。

表示 了
�

的 ��二�。 一域
�

设 ����的
� 。 任么

夕
。
� 丫子价

“ �二���，

夕
。
任工

。

丫、 任�� 是可和数列
，

定义 皿 上的距

几几高

户�
二

，

叨 会 艺 �户
。

�与
、

如�八��试动
，

�二
，

歹任丑 ��
�

��

认�二�
一笋

。
�山 会 �� 买

。 ，

少
。
全 犷

。
���

，

由��
�

��知
，

买 是 刀 上的 ���’ � 。 一
域

�

丫 表示

刀�����
�
兰 〔 笋。

�注��称为以 � 为底的柱集类
，

��任
，

留 �必
， 二任刀

，
�任少

。
�且�

，

设 。�法

的小母元如下
�

�的有限子集的全体
，
��任犷

，

少�且�委�� �

日 笋���为 刀 的所有柱集类
�

二 ，
注�为转移概率速度测度

，
它所对应的无穷

本文 �，��介 �� 月 幻 日收到
，
����年 石月朋 日收到修改稿

。
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“ ，�劣�一 ，

叉
，，

�
及 ��。��

劣 ，

甸
·，〔�‘叭 ” 劣�、·，一，�二，， ��

�

��

用 石劣表示 � 上的全体有界 �����可测函数
，
�多在上确界范数 卜�下成为 ������ 空间

，

用

���抓刀�表示 � 中所有有界的连续柱函数
，

玩���刀�在 卜�下的闭包记为 �
，

从而 � 是 �男

中闭的线性子空间
，
因而 � 亦为 ������空间

�

万任�欺
。 〔 �，

定义

马�，�会 �������夕
。 丫 二�、。�

��任少��功�
，

��〔 少��价�
， 二任�

，

令

一
��动�

� 夕
。 〔 了 。 ， 二 〔 ��盯用会 习杏�。 �

“ ”
会 ����“ ��

， 二 ，
�����

� 二 〔 刀�

�，

�。 �会犯�������
， 二 。 、。 � 夕。 ， ·

�一 。��
， 二， ·

���
，�二 〔 刀，

如 〔 了 。

�

其中 卜�
、
表示在 砂�刀����中的全变差

叉
�，
�的

二笋 。

劣 ， “ 任�

� 仍 、 肠

�

��
�

�△一、 、
�

�

劣 肠
��
、

�

不����会�月
�

月
����

�

��月��
，、 会 艺 �月�。 ������

川 在 ‘ ���上定义算子 ��

�刃月��
。
�会 习 月�

。�下�
。 ， 。
�

，

月任乙
�

���
， 。 任�

此外我们还定义

万 会����习 艺 。 ‘ �。 �
� 。 〔 ��� ����艺

，
�
。 ， 。 �

五 〕 即 侣中 �

�会��� ���
，
嗽罚架品

艺 �。 ��
， 二�

，

�以
�岁�二�� 二��。 ���� 。

��
， 二�，

。 〔 ��

�夕
�夕�

。
�� 二，

�
二
����

当测度 。 ��
， 二 ，

��换成 。 ‘万，��
， 。 ，

��时
， ’上述定义的 口

， �‘ ， �，�
。
�

，
��二

， 。
�

，
�

，

�
， �分别

换成 口 ‘万，， �了，，
心

，�
。
�

，
�‘刀，�二

， 。 �
�

厂 ‘万�， �
‘万，， �‘刀��

各�
�

主要定理的陈述

在 刀 上
，

我们给定 �
���������� 如下

�

�树
“ �。

军
��

�八
一 八�

“ � 习到与�
，

介 〔 刀 ��
�

��

�� 为自然数
，

定义商群几 “ 叮��
‘ ， 一

心 ‘ 。

骚八 周期 ����
‘，��”
��� 量为

���劝 会

提、 ’“ 、 一 ‘ · ‘“ �悬
必�“ �

，

�劣任‘ ��
�

�〕

周期边界的有限维 ����，态定义为
�

�·
�“·�。 一�〔一 ，���·�〕“

�几
。
二 。 一 。���·�〕‘ 二

，
�，�。

��
�

��

我们假定 �月��
，

有

勺这
。 。、，�。�

二�

二�一 。，����“ ���

当上式成立时
，

由〔��的定理��
�

��
，
�月��

，

�灿二�面��井
二�
是相对紧的

，

里不妨设为本身
，

及 砂��二�
，

使 户，
�由�片仲�由�

， 户�由�为 �����态
�

��

从而存在一串子列
，



下面给出转移概率速度测度
，

我们认为在同一时刻只在单个坐标发生变化
�

�二任刃
，
且 〔

之

少飞�“ �

。�
。 ， 二 ， ，�。 �

。 ���
一
月
习

肚一 公���
�
二。 一 二。

�
“ 一 月必�二

。

��己二
。

��
�

��

︸

�儿�
����

会�劣
��万，
�
。 �

���〔 一

月 艺
�似 一节���

引理 �
�

� 由��
�

��
，

��
�

��所定义的 。 �二
， 二 ，

�
二。 一 二。

�
“ 一 尽必�甸�〕而

。 ， 。 〔 �二

��
�

��
二百�

二

且�
，

尹�
、 ， 二，

��是转移概率速度测度
�

。�
。 ， 二，

��
， 。 ‘���

二， 二 ，
��对应的无穷小母元为

�

“ ，�汤�一熙几
� 。�

“ ，
二 ， “ ·，〔���一 ‘ 、 ·

�一��
那，〕

一
熙�

。 “

“ �’
丫�

劣，一愚�
，。

��” 〔 一

气罩
�

�脚
一

引
任 一

肿�妇����肠产州
一
��朔尔

。 �万 ’
�。

， 二，

甸
。
����二

。 、二 丫 夕
。

�
一
��

二
��

��
�

��

一
晨又

“

一� 〔 一 。 �。

革
，
��

。

一
。

�
之一月‘ �，

。

�〕 〔，�劣�、。 火 ，。

�
一，�牛�〕、 ��

�

。�

� 任艺万

定义 少�口��夕�侧均�会�������
，

主要定理陈述如下
�

定理 �
�

� 在空间 刀 上
，
� 的闭包 口 所对应的马氏过程存在 唯一 记 为 �。 ， 二，

��
�

力田 所对应的马氏过程存在唯一 记为��
万丫云

， 二 ，
��

�

定理 �
�

� 假设��
�

��成立
，

那么 仲二��劝片灿但劝
，
万峥��

，
幼�面�为 ����

。 态
，

则 灿�面�

为 ��‘
， 二，

��的可逆测度
�

圣�
�

定 理 的 证 明

一
、

半群的存在性
�

定理 �
�

� 在 � 上
，

存在唯一的连续压缩半群 尸�幻
，

它的无穷小母元是��
�

��所定义的�

的闭包 石
�

存在唯一的连续压缩半群 � ‘们�砂
，

它的无穷小母元是��
�

��所定义的穿��
�

注 定理中的� 为 务�中的 平
，

以下均在 怪�中� 上进行讨论
�

注意到 石‘刃� 。 �万 ’，我们只需对 。 进行证明 引理 �
�

�
� 。 具有下列性质

�

夕���在 � 中稠 ��
�

��

��任，�。 �
，
入��

，

堤玺���
‘ ���货荟���

‘ �一 入盯�
，�� ��

·

��

�〔 夕�。 �
， 。 卜 � ��

�

��

此外
，

由��
�

��可推出
，

叮 〔 少�口�
，
入��

，

令 �委�一 久盯
，

则 ���引�列
�

��
�

幻

证明 只需证明�欲��
，

叮 〔 夕�。 �
，

则存在�人�二
�，

使得
�

����人八�一������
二�

� 。 任丑�

而 “ ��汤
·，一篡几

。 �� 〔 一

尽
��

多
��

�，一 �
劣·

�
。

�
�一 月，�，

·
�〕 〔��仍

·

�
奋、。 ���一，�二

。

�」、
由 。
冲 〔一月必�二�」可积及 ����� 引理

，

我们可证明存在子列 �、 �藻�，

使得
�

一
���

�



垫盯�、 ���，

纽����
� ‘ 〔 珊 一

票��“ 户” 忽六“ 。 一 入
票 。 ��动

一
而���气户

一 久毋�入加�纽����劝
一 乳彰�劝

�二 ‘ 刀�
�

引理 �
�

� � 的闭包石存在
，

且仍具有性质��
�

��一��
�

���一 入石 的值域是平 中的闭集
，

斌�一

骊卜���一 入。 �
�

证明 见�匀
，

第二章愁�
�

引理 久

引理 �
�

曦 ��任少�口�，乡�口们�
，
入��

，

令
�会�一 久澎

，
夕‘万 ’会�

一 入心�万丫
，

�。 〔 �，

则有
�

马�、����入。�喊刁
，
�
二
��入艺 ��二

， 。 �刁，�二� ��
�

��

妈�。 ����入。
‘刀��喊去

，��。 ��入习 �‘万��。
， 。 、刁，�二� ��

�

��

证明 只证��
�

��
，

��
�

��的证明类似
�

当 刁��、 ���时
，

��
�

��显然成立
，
下设 刁��。 ���

，

有
丙�。 �二 。 �����乙义 刃

，、。�一��刀��
�” 〔 刀 ，

乙〔 二。
�

�������乙�加动
一
��劝

，
刀任�

，

乙〔 八��曲����动 一
��乙丫勒

“

�
，
刀任刀

，

乙〔 ‘ �

不妨设 刁，�动 。 �����优丫 叭动
一

��劝
� 刃任刀

，

乙任钩�
，

则存在 �
‘时任肠

，

丫时任刀
， 、 ��

，
�

， …

使得
�

杏�。 �，拉����乙‘
” ��

嘟�
一��” ‘�，��

因此
刁，�。�喊今�。 ��入石石 〔���乙‘，，�姗�

一 。 ��刀‘
。

��� ��
�

��

石石�毋�乙
‘” �� 刀盆孟�一盯�刀

�” ，��

、
辣�篡且

。 。 �一 “�·，‘ “
，

“ ，〔��“ ·，” “ 、 ‘ 一��乙
‘” ，只 ” ‘ ，，

一

燕�
二， ·�

·， ，�一 ‘ ，〔��‘ � ‘ ，一��，‘·，，，〕
�上

� 。 �“
， ‘�·，� �、 ， 、 �〔，��丫 、 、�一，��‘·，只 �、 �〕

。�“
， ” ‘” ，， “ ，〔��“ �批�一 ��、

‘·，，，�

衫一�盆�公一︸�协沪

�
甘

�一

姿�十��

�、 骊熙�
，。

���，
， ‘�一 丫 �“

，

“ ，一 。 �一 �‘一 “ ，，〔��“ �“‘，一��。 ‘·，，，

�
夜聂几

·�一 “ ” ’· ‘
， ““，〔‘ �“

” ’· ‘ · ” ‘ 口·，一 ‘�‘ “ ‘ 〕

一 ���乙‘
，，� 刃批�

一
��刀

‘”
����

喊 习
。 加，�。 �药�

。
�

� ，�� �



��喊
一

黔几
“ 。 ，

乙
‘ ” ，义
嘿

，

必�〔��乙‘
” ，� 刀纂�

一

��荟火 刀石韶�〕

�

�
， � “ �

“ ， ” ‘“ ，， “疗����‘ � ��“，一 ���‘·
��〕�

《 一
五�〕

命 。 ��

〔。��
，

刀�
界�，

乙叫丫魂钻
，

偌
�

戮动 一丫
” ，�

以
���

偌
�

戮动�必
’�的�门� ��澎时� ”拙�

一
��沪���

�
�
、 ，
刀‘介，， 心�〔�偌� 刀粼�

一
��刀

‘” ��〕
丈右 若农 …二夕川 �哟�

��。 ，

梦叼 火 刃批
，

必����妙
，� 刀黝

一��荟又勺黝丁
��省�子 ‘ ��刀亡。 ，�哟�

�
�

坛
声

�﹃

《 一

些加恤
，

妙
，� 刀粼

，

�荟
�

戮动 二沪
，�“ ���

� “ �、
， �，‘” ’， �荟

�

荟�
。
��荟���丫 ���乙

‘” ’丫 刀�忆�

喊 一 。 刁，�
。
�

一��刀
‘” ���

所以

即
�

��
�

��得证
�

弓�理 �
�

肠

且

马�二�喊刁
，
�
。
��乳艺 。 、。 、�

。
�杏�

。
�一 乳�刁，�。�

���入“�” ，�“ �《 刁，
�“ ��燕

，�‘
， “ ��，�，�

·

设 。 ，

翻” 分别是��
�

��
，

��
�

翔所定义的无穷小母元
，

则 万���
，

万����
，

�厂月��
。 �会 艺 月�二���二

， 。 �
， 二任�

为 � 空间 不����上的一个具有范数 万 的正算子
，

若�
，
�任夕�。 �

，

�一 入侧 �夕
，

且 入》 。 满足条

件必万�� 十灿��
，

则
�

药�。�喊 〔���入。��一 入厂〕一�今
关于 �拼 ’有相应结论

，

并由此可推出 �汀
一 入口�在 � 中稠

�

证明
�

参见 〔句 ，

第一章 号�
�

定理 �
�

�的证明
�

由上述引理及哆〕中的半群存在性定理
�

立即可得
�

。 ，

穿� ’对应的半群分别记作 ��约
，

��脚�约
，

下面我们用半群来构造过程
�

二
、

过程的构造

引理 �
�

�
�
��幻

，
��均�幻是 平 上的正的线性算子

，
即万任�

，

���
，

有

�移����
，

��习�约���
�

证明
�

参见 〔�〕
�

定理 �
�

�
�
��幼

，
� ‘们�幻所对应的马氏过程存在

，

由于 口
，

穿均 所对应的半群唯一
，

从而

它们所对应的马氏过程唯一
证明

�

只对 ��约进行证明
，
��均�约类似可证

�

先固定 公和 二任皿
，

若 �二�婉
， … ，

嘛�是
� 的任一有限子集

，

我们用 留了表示只依赖于 全 中坐标的具有紧支撑的连续 函 数 全 体
，

令

饥 一
思鳄

，

由� 的定义知
，

� 〕 丫乱可视了” �沙�了�劝为 公若上的正的线性泛函
·

于是由

����� 表现定理知
，

存在买
。
�少�火 刃���少�上的非负测度 二�，

使得
�

二�
���二��‘万夕�

，

�任了若 侈
�

��
，

在 刀山 上取紧集列 ��扔��刀‘犷’， 刃或峥 ��
，

并令

一 ，�� �



饥 。 ， ‘汤
�

刀� ��刀�仍��
� ， 。 。

几因 一丁不拓茹花面台蔺布
， ‘ 仁 “

’

显然几个�
�

若 ���
，

设�〔 留石
，

则�任了言
，

从而万
�任了言

�

如果���
，

则���个�
，

由于

��
。 ，

�均连续且具有相同的紧支撑
，

从而由����定理知
�

方
仍 关于 。 一致收敛于�

�

由半群

的压缩性
，

有
�

二抓万
价
����约�方

���劝” ��劝��劝� 二�

���
，
二 ” “

从而

显然 �� 〔 留若
，

��
�

��也成立
�

二抓�� � 二式�� 归
�

的

因此 �二
�� �任夕�是 刀 上的一族相容概率族

�

于是由测度扩

张定理知
，

存在 刀 上的非负有限测
�

度 ��‘
， 二， ·

�
，

使得
�

��公���二����夕���‘
， ‘ ，

甸�
，

�〔 饥 ��
�

���

由控制收敛定理及半群的压缩性知
，

��
�

����� 〔 平 也成立
�

另外由口���知
，
尸�‘

， 二，
刀��

�
�

万 〔 平
，
由于 ��约��动是买 可测函数

，

从而 �� 〔
，

笋
，
尸�‘

， 二，
��是 二 的少 可测函数

�

由 ��幻的半群性
，

可知 ��公
， 二，

��满足 �一�方程
，

从而 ��云
，
二，
��是转移概率测度

�

由于 刀 是 ������空间
，

故 可以构造以 ��云
， 二， ·

�为转移函数的马氏过程
�

定理的后一部

分显然成立
，

定理得证
�

由上述可知
，

我们证明了定理 �
�

�
�

三
、
定理 ，

�

�的证明

引理 �
�

�
�

盯�劝
，

抓劝 〔 �既 有下式成立
�

几�
�

·

�“
�二、 ���二，����二�一

几
�，

·

�“ ‘�
��，，�劣，。 ��“ ，

·

证明
�

在 刀二 外
，

把 种武而�看成集中在单点集上
，
从而我们如果能证明把

刀�
上的测度

，

��劝
，

抓劝是 �， 上的有界可测函数
，

下式成立即可
�

��
�

���

灿二�弓
二�看成

。

其丁
�二，�·，
丘

“

一‘ ��
一

匆�“�一
、· 丫 “ ，街�“ ·，

一
。

甄丁
二， ，�·�
又

。
一” �
一

“，���劣‘ 、· � “ ·，户��“·，
��

�

���

设 �， 二�毗
，… ，

嘛�
，

由单调类定理知
�

只需证明 �且‘ ，

设 �‘ 〔 少�晰�
，

��劝一 �熟
… 、 、 ，

��劝

��路
�

以、 ��
�

���成立即可
�

直接代入计算即知此时成立
�

引理得证
�

定理 �
�

� 灿 是 �移
， 二， ·

�的可逆测度
，

即下式 盯�劝
，
��劝是 刀 上的有界连续函数成

立
�

分
�
二，
几
��，

， 仍，
�二�。�，�二��劣卜几

，���
�
���，

， �， 、 �������、 �
�

��
�

���

证明 只需证明 ��
，
�〔 �������

，

��
�

���成立
�

由于 口必���哪
，

����
，

因此由�司知
，
尸�” �云��。 ��幻�

，

� 、 ��，

又

丁
��‘

， �， 、 �，�，�。 牙，

丁
��‘

， 二， 、 �，�，�。 二，

从而均有界连续
，

其次下面式子成立

】介�
·�扮�

‘， 一 ‘����，，。 �“ ，一
丁
��·，
丁
��‘

， 二，

匆，，�，，二�“ ，

‘
��
，�·，丁

，
，

�‘
， 二， 、 �，�，���“ ·卜丁

，�·�
丁
，�，

， 二， 、 �，�，�二，
�、 �

�
��� �



�

�丁
。�·�
介
�，

， 二， 、 �，�、�二��、 �一介
�·�
丁
，�一�，

， ·， 、 �，�，�二，�、 �
�

�

�丁
。�·�介

�一�，
， 仍， 、 �，�，��·

�、 卜丁
��·�介

����，
， 仍， 、 �。�、��、 、‘·�

�

�丁
，�·，
介

�一、‘，
一 、 �。�，�。 ��“ 卜丁

，�·�
丁
��，

， 。 ， 、 �。�，�二、
�、 �
�

�

��
��·�
丁
��‘

， ·， 、 �，�，�二��“ 卜丁
��

·�
�
��，

， �， 、 �。�，�二�“ ·�� ��
�

���

由引理 �
�

�知
，
上式不等号左端第三项等于 �

，
又 �。 ��

，
己皿

�，

当��万
�
时

，

介
‘” �‘

’

于
�‘�，�‘

，

二， 、 �，�、 一

介
�，

， 二， 、 �，�。 � ·

劣， 、 �，�，，一
�
��‘

， 二， 、 �，�，�� ·

又由测度的弱收敛性知
，

��
�

���不等号右端第一
，

五项当� 、 �� 时，

趋于零
�

从而此时��
�

���

成立
�

�� 有界连续
，

令�
、
�对 一��二

、 丫氏，，�
，

通任� 则九任�����刀�
，
且�式幻。 ��对，

由控

制收敛定理知
，

��
�

���此时也成立
�

定理证毕
�

由上述可知
，

我们证明了定理 �
�

�
�

致谢
，

本文是在陈木法教授指导下完成的
，

特此致谢
�
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