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摘 要

木文讨论了样本均值规范化误差 �了一川加 之分布函数凡�的的模拟问题
�

在本文中采用了

一种与 ��������� 方法不同的方法—随机加权法
�

记 �二为 艺咬�
‘ 一叉�矶加

份

�叉��
‘ 一叉����之

分布
，
其中��

�，… ，
�。
�遵从�������

�七分布
， 。 ” 表示 �与 …，

�
。
固定之下 艺��

‘ 一了��
‘
之方差

�

本

文的主要结论是当州��

�
“� 。 时， 、 厂万。 ���言恤�一�式幻 �、 �

，
���二

号�
�

前 言

���。 。 在 ����年提出了 ����漪���方法川
，
近几年来这个方法受到很多理 论 和 实 际工

作者的广泛注意
�

最近
，

郑忠国用随机加权的思想提出了一类比较简便的方法闭
，

称 为 随机

加权法
�

在 〔司中
，

利用满足 �����址“ 分布 ���
，
�

， … ，

��的随机变量�玖
， … ，

���作权
，

处

理了样本均值误差
�

设 了�， … ，

了
。

为来自总 体 � 的 五�样本
，
刀�

‘� ” ，
了
一

斋
，“ 为

了讨论 了一肠 的统计特性
，

我们取随机 变量 ���， … ，

玖�
，

其分布 为 �，������七分布 ���
，

�
， …，

��
，
即它满足��十…十�。

一 �
，

并且��
，， …，

�卜户的密度为

��
。 二 …， 。卜�

�一厂伽�
，

�。
，， … ， 。 卜�

�任风
一�，

��
�

��

其中凡一�帆
… ， 、 一。 �

岭
�

，

套哄
‘

�
·

我们用 。 一��“ 一马 。 的统计 特性去模

拟式一了一灿 的统计特性
�

〔�〕中指出
，

在 处
，

、 … 固定之下
，

寸万几 的条件分布弱收敛到

���
， 。 勺

，
其中尹� ����了

‘
�

�

这说明在均值误差的情形
，

随机加权法在大样本意义下是可

用的
�

本文中
，

我们主要讨论均值误差的随机加权法的渐近展开间题
�

我们的 目的 是要 寻 找

护万�了 一川�。 的分布的估计
�

众所周知
，
必�劝�标准正态分布�是很好的近似

�

但是用 必作

为近似
，

不可能得到

了万 ���、 �万�了一 灿��。 �二�一 必�二��一 。 ���
�

我们希望用几�刀
。

的条件分布来逼近 扩万�了一动��’ 之分布
，

其中 刀芝一��
�

低 表示 气
， … ，

几 固定之下 几 之方差
�

经过研究发现周刀
。

之分布的 �����。劝�展开式与了万 �了 一川�。

的展式不同
，

因而不能得到诸如
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、
瓜 ��� 】��扩万

‘ 节
�

、 ，�， 二、 。 �

了几 ，
。

几��
� �，、

、几 一户夕�。 叹、 夕了 一 二 �气蔽一
�

闷尧� �� 一 � 、占� ‘ � 。 。

�刀
� � �

��
�

��

那样的逼近式
�

注意上式中 �
�

��
�， ���

赞

等�表示 气
， … ， 二，

已知条件下的概率�期望
、

方差�
，

以后不再单独说明
�

为寻找��
�

��的逼近式
，

我们转而寻找��
�， ��， …，

�劝的适当分布
�

设

��
�， �� … ，

玖�的联合分布为几��
，
�

， …，
封

，
即 �为 … ，

玖 满足 �
，� …��。

一 �
�

并且

犷
�， … ，

�卜，
的联合分布密度为

��气
， …，

入
一

公�
��甄�
�厂����

” 斌一喊
一�

��一龟一 二扩

一
二卜�
�
“ ，

�气
， … ， 二卜�任�卜�，

��
�

��

其中 习
，一，
与任

，

��中的意义相 同
�

当几�叉价�
‘ 一云中 的�矶

， … ，

风�之 分 布 由��
�

��给 出

时
，

其对应的���刀
�

之分布可达到��
�

��之逼近式
�

下面我们将介绍本文的主要结果
�

��
�

主 要 结 果

最近白志东
、 、

赵林城在 〔��中对于相互独立的随机变量之和的分布函数给出了渐近展式
�

下面我们首先介绍他们的结果
、

、 。
� �

�
�� � ， 、 �

一 � 。 一 一
， 。 、

一 � � 一 二。 ， 、

一
、 ， 。 ， 、

一山
议 人 生， … ，

人
�

柑且独又
，
石人 岁� �，

对五了�仔歹
，

记 ，万�

石人 才俐分巾 刀 刀 �
又叼

，
县甲�

� �

溉 一艺 �’ 萝��
�

记 万，的特征函数为 ，，�约
，

其 ， 阶半不变量为 �。 ，

记

乳
， ， 。
一 。 ‘卜，，�，

氏
�

艺 �
，，，

夕一�

�
， ， 。

�二�一艺
‘

�一��
’ �助必‘，�匆，又二��

���
， … ，

无 ��
�

��

上了一丛些� 、奋’
�。 �� �仍�����

一念
�

一
�二。
一树息翩瓷粉

�

�
“ ” ，

� 一 �
， … ，

�一 � ��
�

��

其中 必�种为标准正态分布函数
，

� 。 �劣卜 �一 ‘�。一�·

斋
。 一
子

为 、 次 �����七�多项式
，

艺
‘

表示对满足下述条件的非负整数 �孙 … ，
�

，

求和

叉饥�
。 一 �， 艺 �。 一歇

且对任一实数 。 ，

记

�
” ，一了，���了

，
�《 �

，

�
，

��
�

��

用 ����记集合 � 的示性函数
，

�劣
，一了，����

，�《 �
。

��� �
二
���

，

�一 �
， … ， 。 ，

�思�了声��了
，
��凡��刁

一

�川�
，

�一 �
， … ，

叽

��
�

��

��
�

��

��
�

��

引理 � 若 �
�， … ，

了
。

为上述相 互 独 立 的随机 变量 序 列
，

若对 每一 个 �，， 满 足

���
，
�
“���

，

其中 �》 �为整数
，

则

·
名��



�风
�
·，一，�·，一

蕙
�一��
一�

、 ��‘�
�
�‘ � �

·
��一��

·

叠
‘ ，二�

�� �‘ � ，·，，一及一

“

鑫
‘ ，“ “ ’

�
“ “ � �‘ � ，·，，一卜�

一�
，
��斋鑫，·，�。 ��去�

“

�
，

其中 氏一

去州鑫引玖，���
一

气
��劝为仅与 论有关的常数

�

证明见 〔�〕 ，

定理 �
�

��
�

��

�一� ， 、 �
、
二

、 �

��一� 、 山
，、

一 。 �

��
� 夕 �山 �

、 ， 。 一�� 、 ‘
桃位戮���妆����，�记随心�刀月仪沽甲分巾 厂 �

一于二气劣 卜乙粼班股井�叫赳
，

县甲
�刀

” �

几�艺�二
‘一玉��

‘

‘��

而�矶
， …，

玖�具有 ��������七分布 ���
，
�

， … ，
��

�

由以�中关于 ��������七

��
�

��

分布 之 理 论 知

若几
， …，

瓦一���，�劝， ，�、 一，“ 一���
， 二��

，

则凡
瘩��， ‘一�， …， 。 具有������，“

分布���
，

�， …，

劲
�

因此统计量����侈
�

��式�可以改写成

几一艺 �气一动�谁
上式中小写的 二‘

表示随机变量 了
‘
取的值 肠

，
感� �

， …，

数
�

经计算
，

局 ��
�

的

。 ，
在计算众 的分布时

，
它们是常

次� ���
，

�艺 气玖��
�

�如� ��
。 艺 �

二
一玉、气 侈

�

���

�’ �刀扩几《 好 ��气 万 �气 一动州鑫尔几�
��

，

�艺凡�功��
‘一��《 内�以��

，
份

�

���

其中 “ �功 一 、 ·

�功
�
�军、 �。 �丢

伪
。

勿�一
二‘ 一历一夕刀、

两�岁�� 一�万 尽
。

�夕�
�

若记 内
。
� ���一助场

。 ，

了��，
量

�

�，� 的条件密度为

…，
叭 则当甸

，

肠
， …，

气 给定时
，

它是一串相互独立的随机变

��
·

、 一

�
�‘

�命
��

�
” ‘ ’

帐一�

�，

李� 一�

灼
”

其它
，

侈
�

���

其特征函数为
，，·�。 一 �一，‘ ，·

�
�一 ‘
华、

一‘ ，

、 �自 �
了‘ �

，

乳 …， 。 �

��
，

���

其数字特征为
刀协

二�
，

���’�，�冻
，

了��
， …，

叭 ��
�

���

�， 的各阶半不变量为

知��
，
�
�，��

。 ��
，一���

�
， �� �

，
�

， … ， 。 ， ���
�

��
�

���

一 ���
。



定理 】
�

设 几 由伦
�

��给出
，

若 刃�了�
“�二

，

则对于

二干孕
一

勺今
一 到斌州

‘ 刀
朴 �

一
属�一�外�

“��、《

���
，

����。
，、

�鑫�
月，·�，，，今

��
�

���

其中

�
， �，

�罗��
�

一刁厄万
‘ ” ’��艺

‘

�
，� �卜�

�夕�� 卫七了
丸� � ��。 �

不
满声鑫

” ，护”

�
“ ’ ，

��
·

�‘，

士式中求和号 了 的意义与夕
�

��中的相同
�

式中 ‘ 、
满足 ‘ 产 ��

�

�，

并且收敛是对 夕任咬一��
，

十
、

劝
一致的

�

证明 利用夕
�

劝 以及引理 �可知

…�
·

�会
、 、

�
一，�。

·

��，，一
蕙
�一�、 �功，户�

‘ 不瑞箭
『

�
��

·

客
�” �忠一，“��万卜’

鑫
�

‘

，�“ ，” ，七“

十 。 叱‘私一，‘�

�
�。��会客�

，，�幻�十 ��
�

���
、�、
�

�
‘、、矛���一加

经计算可知凡
二二
�

，

利用��
�

���
，

��
�

��可得

乳
， ，，
一 。 ‘卜，，‘�

艺�
，‘ · ��

， 一��
�
少

红
， ，一�

，
�

， 二 、

将上式代入��
�

��式
，

可得

�
， ，·

�‘ �一�
， ， 。

�二�
·

矿‘，

上式说明 厂�
�

���式和归
�

���式的左端是一样的
�

现在来研究不等式夕
�

���左边诸项的渐近性质
�

首先由 尽
。

之定义知

月
‘，
�夕��

万
。 一

了 一 鱿刀
。

�

�
�� 、
汽�

‘ ���刃
‘一，�。 丢

二�� �了
��〕��

‘ 二 �一
，几

����月
‘，
�夕��《

忆� �
� � �

”

�
�

�艺�了
‘一��

�

�
牙

十

一卫落一
�叉�了

‘一��
�

�丁
����

�一望一 、香
�

�

�切土工些� �
�二 �

。
刀

、 �十币一，了一了 以
“
�

、 勺七子���仁 土 �

、 一

里卫�竺业业二
�会
��兀

一

刀犷

���
�

不
�
� 。 ‘

一 、
告

嵘酬戈 一刀
“

�

�
十 一�宁井

�

习 几
��

�

���

由于 �
，，

坛一 �
， … ， 。 为 ���序列并且 刃���

“
���

，

由标准的极限定理�见仁�二
，
�

�

�幻可知

�� ��

�贾

‘

男
、 �而

��
， �

�

�
�

由��
�

�幼
，

�� ���可知

���� �挂了

九，伪 艺二 �
， 、 打

����月
，�夕�卜 �

，

��
�

���

��
�

���

现在研究��
�

���右边花括弧内第一个和项的渐近性质
�

�
乞��

·



鑫
二

·

�、 劣一，一鑫�、 �
、二

·

��
�，一�‘叮��二

一�，�
铭二严��

、
鑫�

、 ·，叨·

�二一 ‘叮�，��
一�，
汤气示属顽

丁��
。 。一

�客�
、 ·

�
“

� ��
�

���

显然此处 �‘ 只与 。 ，
�以及 �

，，

�
，， … ，

有关
，

‘ 。 �

峥 �
，

并且

�
�

�
。 。 ��

�

���

现在再看��
�

��、右边花括弧内第二个和项的渐近性质
�

燕刀
’

��矛
‘” ，
�
为�，喊层�肠

·

�
“ “ 刀’

���
‘一 “ �

“ � ‘���肠
·

�易一 ”�，‘ ���八� ���

喊
�

���� “ ���凡�叉�局
，

�
“ ·

刀
�

��
�一��

“ ��

夕二 �
， �

· ，件 犷 ，��

一
，、

�客，、 ‘“� 侈
�

���

其中鲡满足��
�

���
，

并且只与 。 ，
�以及 刃�， 了

，， … 有关
�

现在考察��
�

���右边花括弧内第三项的性质
�

由凡 定义立即可得

燕珠
一�

·

份
�

���

利用上式可知

烈刃” �
·，
�
’ 一
蒸�月

�·

�
”����

，一 ” �
”���月

，·��广 “�，‘ ���

� ���

了��
， 、 体
邵��方

，。
�沉�均

，

�
， 一， �，

故
氏一

傲黔
·

�孔的
一 ‘
峥一 �

�

�
· ，

上式的收敛是对 夕〔 �一��
，
十���一致地成立的

�

由��
�

���知

�
�勺，咬‘少��叮，一一不一

勺下了

��一店
一

含局
��

�
� ‘ �

�
�
�

一聋一
一

�
’

�
、 �

姜
‘
万言

”
�

、
�

�
�

寸
� ��一二一之写二

，

，
� 任 �

则当 娜 充分大时
�

溉告鑫�
�，�幻，、鲁

�

���万月萝
，

。 一

会二藏
�

告
��角

。

队
�

��
�

���

一
‘

�
，。 二 ， 、 ，。

� �么
� ， ， 、

二 � 、 ”

�� �么
� 。 ，， 、 。

�

�
， 、 �

，

一
，�

一
�

…
�

现裕 ‘
’ “ ’

一，， 一

又
�

溉丽忌 �心‘气刁 �十
丽夕月肤

“ ‘ 火乏 �丙�
一

夕田婚式 洲门将让明 �
��� 为呆一

氏�� 趋于零的随机变量
�

取

·。 一
�鑫�

，，，
‘

�
·

�
一 ‘

一
‘·

�
�

��。会客�
一 、‘，，�
去�

’ ·

份
�

���

� � �

�兮 ��
�

�七 、 下 �� �闷
， �

�习 、 牙 �� 、 百
�

一
】 ��泛已占二竺‘ �� �二 �

� 几 � � 九 � �几 �

可知

·

���
�

�艺�局
�

�勺
一“ ，会“

�



将上式代入��
�

���
，

再利用��
�

���
，

可得

一 丝毕址
�

知 � �么
� ， � 、

二 � 、 “

。 ‘ 《 。 “
’

� 一

����宁 艺 �
。 ，�云���

�

舟
，

�
�‘�，，瓦 儿 粼

‘ 一 � 、 一 �

” �特 �

、 姑四岁二 十

盆“ 了��生 、蛋、 生 、 � 、 ，凡 �。 �

丫
、 几 几 � 一

‘

” 一�

现在分析上式右端圆括弧内诸项之渐近特性
，

首先当 � 充分大时

酬酬
‘
氏�

—
�

一一止趾生兰一一一—�
��
烈�月

，·
�
�����

，一 ” �叮��月
，·
��厂 “��《 ���

一
� � � �

�
，

《 ��� �刀、 �
�

一
一》 �

�

���
。 �

一 �
石

·

二
’ ‘一 ” ” ��刀���

�一 ��
“���尽

，。 又��一���簇���
’

一 ， 一
’
一 ’ �

同时
，

利用通常的概率论工具可以证明

�汕 ������
�

�

召万
各

。

���

�妇� ������
摊味叻 夕

�
一甲牙于二 石

，
��

�

习 几

由此可知存在 。 ��
，

使对几乎所有的样本序列
，

当 、 充分大时
，

��
一

青泰斋
�

会
��、

。

�勾
”

、
一

户�

由上式之成立
，

可��
。 �

刊
，
二�二 这样在��

�

���右端花括弧内的三项都具有 鲡膏酬
“

�
的形式

，

从而定理得证
�

在定理 �中若取 �一�
，

便得到不等式

�
二

·

�誉、 ，
不
一 。 �、 �，���，�。

。 。，���床���一���喜全月梦
，

、
� ��少� � � � 夕二� �

、

品黯下�郭
· 、 ’��， ��

�

���

式中 尹乙劝�

引理 �

�

勺产
�元

�

一抽
仔 ‘

存在常数 。 �使得下面两式成立
�

����，�两�“��
一 ，����《 会

，

��
�

���

咒��，�二�“���床�，�一��一，�，��，，一���《 青 ��
�

���

证明 由于两式之证明是类似的
，

我们只给出��
�

���的证明
�

经计算知

户
。

�夕��
�护不夕
又花幕石下萨

由于标准正态密度函数之对称性
，

我们只需对于 ，��证明��
�

���即可
�

当 歹� 、 �赢二�时
，

夕 一
� 厂

� 、 �， �

一万贡
，
晓尧 尸

。 火岑夕怪尧夕
。

丫 石

利用中值定理可知

歹一 �
。

�夕�《 夕���沪���阮�
�

���
�‘ 粉‘ 斌石井万

�，���一 ，�。
·

�����、会
吕

�� �

扩厄牙
�

、 等，�，�，·

卜备
一
���

。



其中 。 为某一常数
�

当��挤疏二 时
，

����沪
，
�，����》 二， 。 ��

，

故对于 ，� 、鹰不万
，

，。 �、 。

、 一 。 、 一

赢几
》

户
‘ ’ 、 、
会念�二�

一
蚤
‘ ’

“ 一

器
综合所得的不等式

，
可知��

�

���成立
�

利用强大数定律不难证得 当 丑�了�
”��� 时

蛇臀
�

而甲客，
�尽， 。 ��，��� 。 ·。 ·，

但
�

���

，�
� 户

�
� �
�

�
� 、 ， � �， ， 、

�� 肠� �石
。 ， ，�

八 、 �
岌竺丫

�‘ ”
尹 ，叭脚 甲一习气万万葡弃 一万扁户” 、岁少��一铸

筋
�

匕
·

沪
’ 。 ‘ 夕

由��
�

���
，

侈
�

���
，

��
�

���以及引理 �可知
，

当 ��了�
“��� 时

，

对儿乎所有的 处
，

肠
， … ，

架 妙石�尸�会、 �
一，、 ，��� 、 一��亩瓮

可

�
一�� ������

另一方面由���知
，

若 了 的分布不是格子点分布并且 刀�了�
“���

，

则

短 粤�
了司��而�了一蒯

。 、 毋 一 。 幼 十，��� 旷一劝二粤万�
一 。

�

� � 、 尹 了‘ 口 �

��
�

���

将��
�

���
，

��
�

�匀综合
，

可得

定理 � 设 ��
‘
�为 五�随机变量

，

了
‘
的分布为非格子点分布

，

并且 刃 】��

�
“ ���

，

则对几

乎所有的样本序列 丸
，
勺

， … ，

如 护万
。
�� ���

、厂万�了 一动�。 《 毋 一严��韶瓦《 毋 �一 ��
�

���

在定理 �中
，

要求 了 的分布具有三阶矩
�

当这个条件不满足时
，
由于 ��扩孟

�

�了 一 肠���’

�好 不具有渐近展开
，
因此不可能得到��

�

���那样的结果
�

现在讨论当 刀�
�
��� 时的渐近

结果
�

引理 � 设 了�， 二 、 了
。

相互独立
，

刃了
，��

，
刀了萝一时

�

记

武 一
劲卜

” ·

��，一凡 “

馨州了
，
�
万���，

其中 �》 �为整数
�

则

��
，

�夕�一毋卿��《 ������� �罗��
一 北

�几
，。
�几

，。

�
，

��
�

���

其中 ����是只与 论有关的常数
�

引自〔��之定理 �
�

将引理 �之结论应用于随机变量序列 角
。
�功��，一��

，

了一�
， … ， 。 �见��

�

�功�
，
便得

‘， ’

���取
好 一 ，帆洲

《 ‘ ���不厂概而
宫

��
�

���

其中

而 �侠�是只与 无有关的常数
�

瓜
，，
�艺 局

，

匆�
” ，

由��
�

���
，

不难证得

��� 。 ���几
， 。

�一�
，

�
�

�二
儿， 亡比， 夕

结合归
�

���
，
可知对几乎所有的 吮

，

肠
， … ，

�努叩 �严��润
·

甸�
一侧岛�����一 ” ·

再利用引理 �
，
可得

·
���

·



定理 � 设瓜
，
一

，

了
。

��记 �
，
��呈���

，
则对几乎所有的样本 衍

，

纵 … ，

。 ���
‘

��盯刀
。 《 毋 一��甲百�了 一川�。 《 毋�。 �

�

定理 �和定理 �为统计量 �
。

的应用提供了理论根据
�

为了进一步推广应用
，

。

的一个计算方法
�

计算 �
，

的关键是统计量 �
�，

一
，

凡 的模拟
�

取��， �二

��
�

���

在此我们提

…�，��
为

社����
，
��随机序列

，

即 �。
为��

，

��上均匀分布的随机变量序列
，

取 ����
， … ，

��，一�，为它们

的次序统计量
�

取 �，���
�、， ���易

��一����， … ，
�卜������卜���一�“ 伽一

���
，
�

。
��一�仪卜幻�，

则��
，， … ，

�公����， …，

劲
�

由此看出��
�， …，

�
”

�的模拟是非常方便的
�
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