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摘 要

回归模型的异方差或变离差检验是统计诊断的重要课题
�

本文系统介绍了普通回归模型
、

广义回归模型和基于

纵向数据的随机效应或自相关回归模型的异方差检验或变离差检验的研究概况和最新进展
�
同时介绍了作者关于非

线性回归模型的相应工作
，

最后指出了若干有有待进一步研究的间题
�

关 键 词
�
非线性回归

，

广义非线性模型
，

指数族分布
，

异方差
，

变离差
，

偏大离差
，

随机效应
，

纵向数据
，

似然比检验
， ����� 检验

，

自相关性
，

统计诊断
�

学 科 分 类 号
� ����

�

�

号�
�

模型与问题

在经典的回归分析中
，

观测值的方差齐性是一个很基本的假定
，

在此假定下
，

方可进行常规的统计推断
�

如果方差非齐且未知
，

则回归分析将遇到诸多问题
，

因而在统计诊断中
，

观察数据的方差齐性检验是一个十

分重要的问题
�

普通回归模型的一般形式是
�

，‘ � ���，
，

口�� �‘ ， �‘ 、 ���
，。 ��

， ‘ � �
，
�

，… ， 。
�

���

其中口为�维回归系数向量
，

尹 为方差参数
�

若 ���￡
，

用 二 �
罗月

，

则模型 ���为线性回归模型
�

但实际上
，

对

于比较复杂的数据
， 、 ，的方差可能与 乞有关

，

即 ����从�� 岭
，
葱� �

，
�

，… ，� ，

此时称模型 ���存在异方差
�

对于异方差回归模型
，

由于未知参数有 � � �个
，

参数估计的问题变得较为复杂
，

甚至可能是
“
不可识

别
’，

的
�

�������� �盯������耽 �一����在 。 ‘ 严格正值的约束条件下 �即 ，‘ � �
，
乞� �

，
�

，… ，。 �
，

对于正态线性回

归模型
，

求出了参数的极大似然估计
�

但在实用上
，

人们很少采用这种不等式约束的求解方法
�

目前比较流

行的方法是把 时参数化或非参数化
，

即假设 时 � 。 ��‘ ，

的�特别是假定 ���砖 � �

了，
，

其中
， �‘ 为协变量�或

�
矛� ���

‘�
，

通过估计参数 ， 或函数 ��
·

�得到 �
矛��

��
，
������������� �������

，
������������ �����，

�����

�������
，
�����

���� � ���
，
����等�

�

显然
，

异方差模型比经典的方差齐性模型复杂得多
� 迄今为止还没有

一致认可的处理方法
�

在实用上
，

人们还是偏爱方差齐性的回归模型
�

数据变换方法 ������ �����
，
�����韦

博成等
，
�����的一个重要 目的就是使变换后的数据具有方差齐性

�

因此
，

对于一组比较复杂的数据
，

如果

要用模型 ���进行拟合
，

通常要进行方差齐性检验
，

如果方差齐性假设成立
，

则可基于模型 ���进行常规的

统计分析
�

如果方差非齐
，

则可考虑进行数据变换或其它处理方法
�

因此
，

检验数据的异方差是否存在
，

是

处理回归问题的第一步
，

它在理论上和应用上都是十分重要的问题
�

本文主要介绍各种回归模型的异方差或变离差检验的方法及最新动态
�

限于篇幅
，

异方差回归的参数估

计等问题
，

本文将不作进一步介绍
�

普通回归模型的异方差性检验可表示为
�

��
�

砖二战 ��
�

时笋尹 ���

�
国家社会科学基金 ���������� 资助项目

�

本文 ����年 � 月 �� 日收到
，
����年 �月 �� 日收到修改稿

�
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下面进一步考虑广义线性 �����和广义非线性模型 ��������
�����峪�� �

�����
，
��������

，
�����

，

它

们可表示为
�

夕�户，�� ���
，，

尽�
，

艺�� �
，
�

，… ，�
�

���

其中
，

斌
·

�是已知的单调联系函数
，
拼，二 〔�夕‘�且 万、 服从指数族分布

，

其密度函数为
�
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纂黯毓颧叠蔚夔鳅

���
、�，
�、、户矛勺曰

·

多

口叭
了

��

，土��︸

一

，�，，�一 ���

�
��

�
�，
‘�，一 “��‘�一 。

�，
‘
��

若 ���
，，口�� �

罗月
，

则为广义线性模型
�

通过简单推导可知 拼‘ � 〔��‘�� �归，�
，
����。 ‘�� �

矛石姆
‘�

，

其中时 称为

离差参数
�

易见在广义回归模型中
，

方差 �。 ���‘�总是非齐的 �石归
‘
�二 �的正态情形除州

，

因而不存在异方差

检验问题
�

但其方差问题仍然存在
，

与普通的回归模型一样
，

在 ��� 和 ���� 中
，

应有 ��
��、 ，�二 时石��

，��

如果时未知且不相等
，

与前文模型 ���的分析类似
，

模型 ���统计推断会遇到诸多问题
� 迄今为止还没有一

致认可的处理方法
�

因而在广义回归模型的统计推断中
，

时 恒等于 尹 也是一个基本假定
� 。 “
石�氏�称为 跳

的名义离差 �
�������������������

，
����，，�偏离名义离差则称模型存在变离差 ���

����������������
，

广义回归模

型的变离差检验也是一个重要问题
�

对 ��� 和 ���� 的变离差检验问题
，

首先应考虑离差参数 时 的变异

�城�����
，
�����

，

即 ���
�

该情形是 �������������������
，
��������� ����������和韦博成 ������所研究的

普通回归模型异方差检验问题的推广
�

除了离差参数的变异外
，

许多文献 ����
，
����������

，
������������

，

���������
，
���������� � �������

，
�����还认为随机效应对 �伽��的影响也是产生变离差的重要原因

，

详

见本文第 �节和第 �节
�

因而检验模型的变离差可归结为检验 时 的恒等性或随机效应的存在性
�

������

�����������把由随机效应的存在而产生的模型的异方差称为不可解释的非齐性 ���
�����������������������

，

而将 �
了表示成某协变量的函数时的情形称为可解释的非齐性 �

����������� ��������������
·

号�
�

线性非线性回归模型的异方差检验

关于线性回归模型的异方差检验
，

早期的工作可见 �������� ������
，

������
�
������

，
����� ������

，
������

���������
����� � ������ ������

，
�������� �������������

�

�������� ����� ������在 。
矛�

。 �����
�

罗守��对

数线性方差函数模型�假设下
，

利用 ���
�
���� 乘数检验 �即

����� 检验�研究了线性回归模型的异方差检验
�

但直到 ���� ��������� ������在 ����� 统计量的基础上
，

建立了诊断异方差的检验以后
，

利用 ����� 统计

量方法研究异方差的检验才逐步引起了人们的重视
，

并被推广到许多模型
�

����� 统计量的最大优点是
，

人们

只需要计算在原假设条件下 �即方差齐性的条件下�参数的极大似然估计
，

而不需要计算备择假设下 �即异方

差条件下�参数的极大似然估计
，

而且其渐近分布与似然比统计量相同
，

检验的功效也相当 ���� � �������，
�����韦博成等

，
���一�

�

值得一提的是
，

�������������������使用了一个比 ������� � ����� ������更广泛的假定
�

，
矛�

����
�‘ ，，�

，

���

其中
，
守 为结构参数

，
切�

�，，

的 称为权函数
，

且存在 守。 ，

使 二�
�‘ ，，。�二 �

，

对一切 葱成立
·

�������������

������给出了利用图形方法构造方差权函数的可能形式
�

若模型的残差 �或学生化残差�对因变量 军、 或因变

量 �、 的拟合值 玩 � ���，，

动的散点图呈喇叭状
，

则 。 ��
， ·

�可取为 ���‘ ，
句 的函数的形式

�
若模型的残差 �或

学生化残差�对某协变量
�‘ 的散点图呈喇叭状

，

则 二�
· ， ·

�可取为
�‘
与 守 的函数的形式

，

包括对数线性模型

” 幂积模”
�

�‘�乞，守，
一

�‘小，一
�

�叠
句二�和

�
风的 一

立令
这两种模型是方” 参数结“ 化的

最常用形式
�

这时模型的异方差检验 ���即可化为一般的参数假设检验问题
�

��
� 邝 二 为� �� � 守笋为

�

���

定理 ���
���� 、砚�����

·

�
，
����� 在线性异方差模型 ���

，

���中
，

若表示 刀 � �口��
�，，
���口为�

，�、 叮， � 表示

第 、 个元素是 鲜� �、
， 一 ��

动的
� 维向量

，

则检验 ���的
����� 统计量为

�

� � �
‘ ，一 一�一

、 ，

一�
、

。 � � � 蔽石 戈�
一

刀气刀 刀�
一

刀 �少西
，
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其中
，

万 一 ��
， 一 �

�、
�黔

���
，

谷二 �了
，

沪�� 为 月
， 。 ，在�� 成立时的极大似然估计

�

在 �������
������������的基础上

，
��������� ����������利用 ��� � ���������

，
�����关于参数

正交化的思想
，

构造了检验异方差的调整的似然比和调整的 。���。 统计量
、

并通过随机模拟证明其功效优于

未调整的检验统计量
�

定理 ��������任� ����
，
����� 在线性异方差模型 ���

，
���中

，

检验 ���的调整的
�����统计量为

，

���， ·

蠢�
�� � ，�，���万�” �” �一 ’ ” ��

�。

其中
，
� 为矩阵 ������

一 ‘�� 的对角元素组成的向量
，
� � ��

�，��，… ，�。
��

�

对于非线性回归模型
，

同祥需要检验异方差
�

韦博成 ������
�

给出了非线性回归模型异方差的
����� 检验

统计量及其调整形式
，

并研究了该检验的局部影响分析
�

利用随机效应方法研究模型的异方差检验
，

是继方

差参数结构化方法以后的另一种重要方法
，

第 �节将有专门介绍
�

林金官
，

韦博成 ����� �，

�� 分别利用随机

系数和随机权函数方法研究了非线性回归模型的异方差检验
，

得到了检验的
����� 统计量

�

如果模型确实存

在异方差
，

����� � ����������认为可以通过数据变换 �如 ���
一

��� 变换
，
���

�一

������ 变换�来消除异方

差
�

当通过数据变换也不能消除异方差时
，

就要对方差进行估计
�

������ ������
，

���������
，

��
����� ������

，

���
� � ��� ������研究了回归模型中异方差存在时

，
回归系数和方差函数的估计问题

�

对于非线性回归模

型
，
�������������������

，
����

�

��给出了几种异方差形式
，

并列举了异方差回归在七个方面的应用
，

同

时他们用广义最小二乘方法讨论了异方差回归的估计问题
�

�����
� ������在异方差存在的条件下

，

进一步

讨论了回归系数齐性的似然比和 �����
检验

�

当观测值与时间有关时
，

数据之间往往存在序列相关 ����
��������

，
���������� �����

，
������������

，

�����
，

尤其是自相关性
�

和普通的回归模型一样
，

这时模型也存在异方差的检验间题
，

但通常还要检验相关

性
�

������ ������� �����
，
����

，
�����在最小二乘残差的基础上

，

研究了模型自相关的检验
，
�����������

�����
，

�����研究了 �����随机效应模型的相关性检验
、 胡跃清

，

韦博成 ������讨论了误差为一阶自回归序

列的非线性回归模型的相关性检验
，

得到了似然比和
�����检验统计量及它们的调整形式

�

正如 �������� �

������� ������
，
���

�
������所述

，

自相关和异方差可能同时发生
�

���� ������建立了具有一阶自回归误差

的线性异方差回归模型
�

。 、 � �
了口�

��， �� 二 �、 ， 。 ‘ � �卜�� ��‘
， ‘ 七�

，

其中
，

�
��，
乞� �

，
�

，

… ，。 �相互独立
，
���，�� �

，
�������� ��。 �

�，，
守��且存在 邝。 ，

使 叨�
�‘ ，，��� �

，

对一切 谊

成立
�

在该模型中
，
����������首次讨论了异方差和相关性的同时检验

�

��
� 邝 � 守。 ，

�� �
，

给出了检验

的 ����� 统计量
�

定理 ������
，
����� 对上述线性异方差和自相关模型

，

采用定理 �中的记号
，

再记 万一 全瓦武
一 �

�全礴
，

葱��
尸
云二�

则同时检验异方差和 自相关性的 �����统计量为
�

���
一

秦�了。 了。
一了

。 �。 �兴
·

韦博成
，

胡跃清 ������对具有 �����误差的非线性回归模型
，

研究了异方差和相关性的同时检验
，

给出

了似然比统计量和 �����
统计量并且给出了调整的检验统计量

�

刘应安
，

韦博成 ������对具有 ������
，

��误

差的非线性回归模型
，

给出了检验异方差和相关性的似然比和
�����统计量及它们的调整形式

�

更一般地
，

��� ��������� ��研究了具有 ���功��阶前相关�误差的非线性回归模型的异方差和相关性检验问题
，

得到

了多个检验统计量及它们的调整形式
�

对于若干其他随机误差序列
，

我们也作了若干研究
，

如林金官
，

韦博成

�������讨论了具有 �������
，
�

，

���即随机游动�误差的非线性回归模型的异方差检验问题
，

得到了 ����� 和调

整的
����� 统计量

，

并推导了检验的局部近似功效函数
�

刘应安
，

韦博成 ������讨论了具有双线性 ����
，

�，�
，

��

误差的非线性回归模型的异方差和相关性检验
�



毒澎枷汹嘿攀袋患篡馨撇霭鹭遥豁翼裂摹髦螂骥暴鬓藉薰聚鞭秘馨燕戳馨哪霭黔鬓一鳃撇瓣继馨黝籍纂覆秘黔恻现︸撇蹂翼秘黔影鬓默馨戮戮馨覆馨鬓﹄︸一黔器履倒醒﹃︸﹃一﹄﹃﹃︸麟麟﹄骤︷罄飘黝第�期 韦博成 林金官 吕庆哲
�
回 归模型中异方差或变离差检脸问题综述

弓�
�

广义回归模型的变离差检验

���

假设观测值 梦�
，
夕�

，… ，，。 服从广义回归模型 ���
，

���
�

对于该模型
，

正如第 �节所述
，

变离差检验也是一

个十分重要的问题
�

������’ ������研究了 ������� 观测序列中
，

偏离期望 �即名义离差�的显著性检验
�

���

������讨论了 �������� 回归中
，

偏大离差对统计推断的影响
�

广义回归模型的变离差或偏大离差的检验是近

年来的热点课题
，

有关的文献非常多
，

例如可参见 �
����

������
，

�����
��� ������

，
��������� � ��、�� ������

，

���� � ������� ������
�

��飞����������
，
������� ������

，

���� ������
，
����� � �������

� ������
，

���������������
，

���七��� ������
，

��，���、 � ������� ������
�

���������� �� ��������
，
�� ������ �� ��������

，
������� � �����，

�

�������
�，，����，��� � ������

一

����� ������
，
�����������

，
����� ���������������等等

�

综观现有文献
，

广义

回归模型变离差和偏大离差的检验方法主要有两种
，

即离差参数的参数化方法和随机效应法 ���� � �����
�，

�����
�

前者仍然如 ���
，

���所述
，

但模型对应干 ���式和 ���式
�

�������������应用离差参数的参数化方法

研究了指数族非线性回归模型的变离差检验
，

得到了检验的似然比和 ����� 统计量以及它们的调整形式
，

推

广和发展了定理 �
，

�的结果
�

定理 ������� ��
，

����� 对连续可分 �即在 ���中有
��，�

， 。
矛��

�
�。矛�� ��，，��的广义非线性变离差模型

���
，

���
，

检验 ���的 ����� 统计量及其调整形式分别为
�

�。 一

�
、������

�万�万�” �一万���。
，

�。 一�
、�子������ �子

����” �” �万�一万���。

其中
，

� 由 ，，的 �������� ����
，
�����组成的向量

，
�为矩阵 ������

一 ‘�� �� � 【����，，

月��口马」，�� ��的对
角元素组成的向量

�

随机效应法是假设模型中的某参数受到随机因素的影响
，

从而导致名义离差的偏离
，

然后检验这种随机

影响的显著性
�

利用随机效应法研究模型的变离差
，

对于常见的离散型指数族分布 �二项分布
、

�����
�� 分

布
、

负二项分布等�尤为必要
�

因为这时它们的离差参数 好 二 �
，

研究 时 的变异问题是不可能的
�

但在该

类模型中
，

变离差问题仍然存在
，

此时模型的变离差经常表现为偏大离差 �������
���������

，

有时也表现为偏

小离差 ���
���������������

�

偏大离差意味着观测值的方差 ����，、�超过它的名义方差
，

如 ������� 分布 ���
‘，�

中
，
�
�

的名义方差为 �佃，�� ��
�
�夕

，
�� 户，

�

造成偏大离差的原因往往是因为在数据测量中受到了随机效应

的影响
�

��������� 首先应用随机效应研究了 ������� 回归模型中的偏大离差问题
�

这时名义上应有观测序

列 �、
，，

�� �
，

�
，

二
，
��相互独立

，

且 、 ， ��������扭
，�

，
拼， � 户，��，，

用
�

但实际测量中
， 、 ，可能受到某个随

机效应序列 �。
、
�的影响 �。 、 之间独立同分布�

，

从而使得原模型变成 �，
‘
���

‘ ，艺二 �
，
�

，… ，

�� 相互独立
，

且
�

、 ，

�。
，
一��������。 ，拜，�

，

这里
，
��。

，

�� �
，
����

，，‘�� 二 ，

通过简单计算有 ����，，�� ���，��
二拼了� ��，，�

�

从而当
下 � �时

，

即随机效应序列 �
。 ，
�存在时

， ·

������� 回归模型存在偏大离差
，

因而模型的偏大离差检验可化为

假设检验
�

��
� 二 � �

，

�� � 二 � �
�

关于离散型指数族分布模型的偏大离差和偏小离差问题
，

在许多文献中

都有详细介绍
，

如 ����� ������
，

���������� ������ ������
，

�����
�
������

，
������� ������

，
�������� �����

������
，
���，，������

，
�������、 ������等

�

另外
，

��������������建议应用精确条件检验研究某些偏大离差的

检验问题
，

����
��� �� �� ������还刻画了更复杂的偏大离差模型

�

����� � ������� ������的方法也很典型
，

他们把随机效应归结到回归系数 月 的随机化 �记为 用
，

并

由此来检验变离差
，

即假设 ��厨 � 口
，

��
�
�励 � 艺

，

然后检验假设
�

��
� 艺 � �

�

类似的还有 ���� �

������� ������
，
���� ������等

�

��������� � �������
一

����� ������在更广泛的随机效应模型假设下
，

讨

论了数据的变离差和偏大离差检验问题
，

即设 ，‘ 有分布函数 ���
，�，�

， �‘ � �‘�“ 。 ‘ ， 随机效应序列 �
�、
�满足

�

��
，‘ 、�� �

，
����

、‘，�� �
，
��。 ，

。 ，
�� 勿

，�，

这时模型的变离差检验即化为假设检验问题
�

��
� 口� �

，
�� � �并�

�

类似的工作有 ��������� � ���� ������
，
����� � �������

�
������等

�

在连续型的指数族分布模型中
，

导致变离差的因素可能有两个
�

时 的变异或随机效应的影响
�

�����

�� ������通过将离差参数化研究了指数族广义非线性回归模型的变离差检验
，

得到了似然比检验统计量和



��� 应用概率统计
、

第十九卷

、 ���检验统计量以及它们的调整形式
�

林金官
，

韦博成 ������同时用随机效应和离差参数的参数化的方法
，

给出了指数族广义非线性回归模型的变离差检验的更一般的方法
�

在利用随机效应法研究模型的变离差和偏

大离差检验时
，

将似然函数进行 ������� 展开是一个重要的方法
，

检验统计量的推导都是在似然函数的主部

上展开的 ������
���� � ����

，
��������� � ������

�，
������������

，
���������

，
����������� �������

，
�����

��������� ����
，
��������������� ������

一

�����
，
��������

，
�����林金官

，

韦博成
，
����

，
�����

，
�等�

�

且�
�

纵向数据的异方差或变离差检验

纵向数据 ��
����������� �����分析是近年来统计学的热点课题之一

，

������ �� �� ������是第一本系统论述

纵向数据分析的著作
·

该书讨论了基于线性和广义线性模型的纵向数据的统计分析
�

������
� � �����������

������详细讨论�线性混合效应模型的纵向数据分析
�

另外
，

在文献 �������� � ������� ������
，
�������� �

����� ������
，
������� ������中也有较多的篇幅讨论�纵向数据

�

根据 �缸��� 认厄�� ������和 ������ ����

������
，

纵向数据主要指对同一组受试单元在不同时间或空间上的重复观测数据
�

为了用线性或非线性模型

拟合纵向数据
，

需要确定一个合理的协方差结构
�

�����
� �� �� ������指出

，

刻画协方差结构通常有三种可能

因素
，

即序列相关 �特别是一阶自相关�
、

随机效应和随机误差
�
该书还进一步说明了几种刻画协方差结构的

方法
�

随机效应模型在生物医学统计
、

心理学
、

计量经济和工业控制等许多领域都有广泛的应用
�

基于纵向

数据的随机效应模型包括具有正态误差的随机效应模型和指数族广义随机效应模型
�

后者是前者的推广
�

对

纵向数据模型
，

也存在异方差或变离差的检验问题
，

但牵涉的因素比第 �
，
�节复杂

�

对具有正态误差的随机

效应模型
，

需检验组间和组内的异方差
，

若数据与时间有关
，

还要检验自相关性
� 对指数族广义随机效应模

型
，

需检验离差参数的齐性和随机效应影响的显著性
，

对特殊的指数族广义随机效应模型
，

也可检验随机效

应的方差齐性
�

�
�

� 具有正态误差的非线性随机效应模型的异方差检验

具有正态误差的非线性随机效应模型的一般形式是
�

�‘ � ���‘ ，口�� 乙�‘ � �‘ ，
���

其中
、

�、
为第 ￡个对象 � 、

次观测值组成的观测向量
，

弋
，

乙 为已知的设计矩阵
，
�‘ 为组间随机效应

，

�， 、 ���
， 。 �刀小 。 ‘

与 �，独立
，

且 “ 、 万��
，��

从�
，

从 � �������‘�，

二‘�，… ，

�‘。 ‘
�
，

饥‘�� ���，，
，，�

�

进一步

可得到 �����
，�二 尹�乙�‘������

�

�����������������将 �‘ 称为组间方差
，

从 称为组内方差
�

�七���

� ��� ������ 在 风 二 几
‘
的条件下研究了 �‘ 的齐性检验

，

即 ��
� �‘ � �

�

������ �
���� ������研究了

线性随机效应模型的三种异方差性的检验
，

即组内 ���七��
�一

��������叫
、

组间 ��������
一

����������� 以及多组

��������������异方差性的检验
，

对应于分别和同时检验 ��
� �‘ � � 和 ��

�

从 � 几
‘ �

林金官
，

韦博成

����� �� 推广了 ����������� ������的结果
，

得到了非线性随机效应模型的异方差性的检验统计量
�

当纵向数据与时间有关时
，

考虑数据的相关性是必要的
，

�����
� �� �� ������ �第 �

，
�章�用自相关误差

刻画了线性纵向数据模型
，

并在组间自相关系数的齐性假设下
，

研究了模型的多种参数估计
�

��� � �������

�����
，

�����同时用随机效应和 自相关误差刻画了线性纵向数据模型
，

在随机效应
、

随机误差的方差齐性及受

试单元间自相关系数的齐性假设下
，

研究了自相关性的显著性检验及其渐近性质
�

由于各组所产生效应的方

差 �随机效应的方差�
、

各组内部的方差 �随机误差的方差�以及各组重复测量所产生的自相关系数都是依赖于

各组及其不同次的测量
，

因而方差 �随机效应的方差和随机误差的方差�齐性或自相关系数的齐性的假设并不

总是正确的
，

对该模型
，

也要进行异方差检验
、

自相关检验及自相关系数的齐性检验
�

刘应安
，

韦博成 ������

对具有 �����误差的线性随机效应模型
，

讨论了组内异方差性和组间自相关性的检验
�

��� �����������

研究�更一般的情形
，

即在 ���式中
，

假设 。 ‘ 服从 �����过程
� �‘，， 二 几

，
�， 。 �，忿� 劝‘。 �

，

卜�� 爪
，
�，
亡全�

，

其中

功，第 ‘组自相关系数
，

且 二，二 �几�
，
几�

，… ，
几。 ‘
�� 服从均值为 �协方差为沪从 二 �������饥灯

，
了二 �

，
�

，… ，
叭�



第 �期 韦博成 林金官 吕庆哲
�
回 归模型中异方差或变离差检验问题综述 ���

的正态分布
�

相应地
，

��
�
��，�二 尹��

，�，�矛� �于
‘
从�于勺

，

其中 �丁� � ��厂
‘
��及

，����
�，
���
���
��

��
���
�

�

�

���
�
�

�

�︸���「‘ 。 。

�
一功

乞 � 。

留‘ 一

�
·

�

一
功‘

·

�
·

� � � � 一叻，

麟摧健谁履董渺凳姐傲借讹德潇岔份灌魔裸裱喇领雀舞每港嘿一滚墨蒸叠馨暴蒸蘸彝鬓鬓

馨纂斟馨馨默剔︸黔曝豁︸﹁﹄夔翼戴麟︸︸薰撇碧斟餐
鬓︸歌腾馨别戳黔麟篱臻睦遥瞥婆崖顺蹂

因此方差 ��
�
��，�的齐性检验

，

相当于分别和同时检验 ��
� �， � �� ��

�

从 二 几
‘
和 ��

� 功， 三 功
�

��� �

城������。�系统研究了这些检验
，

得到了多个检验统计量
�

�
�

� 指数族广义随机效应模型的变离差检验

假设第 乞个对象第 �次的观测值 从，
关于随机效应 �‘

有条件密度
�

尹�，，，��
，�� ����

�厂��、
‘，�‘，一 ���

‘��一
�
�。 。

，�
矛���

，

���

乞� �
，

�
，

… ，，‘�，� �
，

�
，
二

，，�，
·

此时我们有 户
‘，� ��，‘，��

‘
�� ���‘，�

，
����、 ‘，��

‘�� 。 ��石��
，，
�

，

从而可得指数族

广义非线性随机效应模型
�

。�。 ，，�� 了�� 、�
，

口�� �

石
�‘ ， ���

其中
，

川
·

�是 已知的单调联系函数
，

� 、 是组间随机效应
，

且 �‘ 、 ��
，
��

�

当 岭恒等于 尹 和组间随机效应不

存在时
，

尹次氏
，�称为纵向数据的名义离差

�

当 。
护变异或随机效应存在时

，

则模型存在变离差或偏大离差

������� ����
，

����������
，
�����

�

������� ������
，
��������� ����������利用随机效应法研究了线性 �������

回归的变离差检验
，

��������
一

����� � ��������� ������
，
��� ������利用随机效应法研究了广义线性模型

的变离差检验
，

��� � ������
、

������概括了文献中研究纵向数据的变离差性的两种方法
�

���� � ���������

��������通过约束条件进一步研究了检验变离差的
����� 统计量并指出其极限分布应为混合 扩

一

分布
�

以上作

者多限于研究广义线性模型的变离差检验
�

��� � �己��������讨论了 �������� 非线性模型的变离差检验
，

并

给出了检验的近似局部功效函数
，

林金官
，

韦博成 �������研究了基于重复测量数据的 ������� 回归模型的

偏大离差的
�
��。 检验

，

林金官
，

韦博成 ������同时利用离差参数的参数化方法和随机效应法研究了广义非

线性回归模型的变离差检验
，

得到了多个检验统计量
�

韦博成
，

林金官 ������还讨论了更复杂的指数族广义

非线性混合效应模型的变离差检验
，

该模型由 ���式和以下 ��
‘
�式组成

�

夕�拼
、，�� ���

，�，

功，�
，

叻‘ � �‘口� �￡� ‘ ， ��
‘
�

其中
，

口为固定效应
，

�、 为随机效应
，
�，，

�‘ 为已知的设计矩阵
�

指数族广义非线性混合效应模型是一般

的非线性混合效应模型 ���
�，������ � �����

，
������������� � �������

，
������������� � �����

，
��������������

�����
、 。
����� ������

� ，

�����的推广
�

对于这类模型的变离差检验问题还有待更深入的研究
·

在随机误差和随机效应的正态假设下
，

可直接研究随机效应的方差 �组间方差�的齐性检验问题
�

对一般

的指数族随机效应模型 �非正态情形�
，

研究随机效应存在时
，

组间效应方差的齐性检验
，

结果还不多见
�

林金

官
，

韦博成 �������对一种特殊情形
一 ��������

一

����� 回归模型
，

讨论了偏大离差存在时
，

离差参数 �组间

效应方差�的齐性检验
�

其它情形还有待进一步探讨
�

与第 �节一样
，

在研究指数族随机效应模型的变离差检验时
，

将似然函数进行 �������展开
，

然后利用似

然函数的主部推导检验统计量
，

是一个通用的方法
，

该方法在许多文献中都有应用 ��
������

，
��������������

���一
，
������������

一

����� � ���������
，
��������

，
�������� ����

，
������林金官

，

韦博成
，
������林金

官
，

韦博成
，

������韦博成
，

林金官
，
���� 等�

�

号�
�

进一步的问题

回归模型的异方差或变离差检验
，

还有许多需要进一步研究的问题
�

今列举一些如下
�
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�
�

� 再生散度非线性模型中的变离差检验

，��������� ������定义了再生散度分布族
，

其密度函数为
�

� �
‘ 、

、
���‘

，“ ‘ ，口��� “ �万‘
，���“ ���

一

研
“ �，‘

， “ ‘�少
， ����

其中
，

���，
，
拼，�为单位偏差度函数 ��������������

，

再生散度分布族是 比指数族更广泛的分布族
�

与 ��� 类

似
，

若 抓拼，�二 ���‘ ，月�
，

即得再生散度非线性模型
�

唐年胜 ������研究了该模型的参数估计
、

几何性质
、

统计

诊断等问题
�

在该模型中
，

时的变异性需要进行检验
�

若 城脚�� ���
‘ ，酌 � �

罗�
�，即为再生散度非线性随机

效应模型
�

对再生散度非线性随机效应模型
，

也有随机效应的存在性检验问题
，

现我们正做这方面的工作
�

�
�

� 非参数和半参数模型的异方差检验

������� ����� �一����
，
�����������������研究�非参数回归的异方差检验

，

即
�

夕、 � ���、�� 。 �， ����

其中
，

�����，�� 好
�

他们研究了 时 的齐性检验
，

给出了检验统计量的极限分布
，

并通过随机模拟研究了检

验的功效
�

半参数非线性回归模型的一般形式是
�

，，� ���‘
，

月�� ���‘�� �、 ， ����

朱仲义 ������在一定条件下研究了该模型的参数估计
、

几何性质
、

统计诊断等问题
�

������� � ���� �����
，

���
�

�������
�

�
，

�������� �
����� ������对特殊情形讨论了半参数回归模型的异方差检验

�

朱仲义等 ������

对线性情形 ，、 � �了口十抓�
，
�� �，，基于 � 样条研究了模型的异方差检验

，

并推导了检验统计量的极限分布
�

对于非线性情形还有待进一步研究
�

在非参数模型和半参数模型中
，

若数据受随机效应 �诸如纵向数据等�的

影响
，

如何检验模型的异方差性
，

也还有待进一步研究
�

�
�

� 非线性测�误差模型的异方差检验

非线性测量误差模型的一般形式是
�

����
，

口�� 已‘ ，

及 � 占‘
，

��� ���
，�
梦�

，

占�� ���
，
���

，
�艺�� �

，

一
， 。 � ����

矶��
少、��、

宗序平 ������在一定条件下 �特别是方差齐性的条件下�讨论了该模型的参数估计
、

统计诊断等问题
�

但

在该模型中
，

方差齐性的假设也要进行检验
�

������
， �七�� ������考虑了该模型的异方差形式

，
�������

���������� ������对测量误差模型提出了一种诊断模型的非线性和异方差性的方法
�

对该模型的异方差检验

问题还有待进一步研究
�

�
�

� 其他一些问题

关于异方差或变离差的检验统计量的极限分布
，

在现有的文献中
，

通常都假定相应的似然函数满足一定

的正则性条件 ���� � �������
，

�����
，

因而在样本容量充分大时
，

检验的似然比统计量和 ����� 检验统计量渐

近地服从 扩 分布
�

���� � ��
������’ �������认为

，

在某些情形下
，

检验统计量的极限分布应为混合 扩分布
�

关于这方面的问题
，

特别在非正态的许多模型中
，

还有待进一步深入研究
，

但迄今所见文献甚少
�

另外
，

由于

推导异方差或变离差检验的功效函数难度很大
，

这方面的研究文献较少
，

�������������� ������推导了广

义线性模型中
， ����� 统计量的局部近似功效

，

但该方法使用不太方便且要求参数只能在原假设附近变动
�

����
，

��������
� � ����’ �������推导了广义线性模型中

，

似然比统计量的近似功效
，

该方法使用较方便
，

通

过随机模拟得知
，

后者允许参数在更大范围内变动
�

目前
，

随机模拟成为评价异方差或变离差检验统计量功

效的主要方法
，

大多数有关异方差或变离差检验的文献都有随机模拟的结果
�
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