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摘 要

本文在充分利用可靠性增长试验中各阶段试验数据评定现阶段可靠性指标的基础上对成败
型和指数寿命型试验下所得的抽样数据

，

采用一种新的样本空间排序法一
�叫

字典排序法给出了现阶
段可靠性的点估计和置信下限

�

从理论和实例两个方面论证了它比仅利用现阶段数据的经典方
法具有一致的优良性

，

改进了房祥忠等���相应研究中的不足
�

而文中定理 �
�

�
、

定理 �
�

�的结论不

仅与可靠性增长试验的直观背景相吻合
，

还大大提高了这种新方法的实际可操作性
�
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舀�
�

引 言

在可靠性增长试验中一般要进行 。 个阶段
�

通常
，

与以前各阶段相比本阶段的产品在设计
、

原材料和生产条件上都有所改进
，

从而后一阶段产品的可靠性要比前阶段产品的可靠性有所提

高
�

整个产品在研制开发的过程中各个阶段得到一些试验数据
，

对于这些试验数据
，

经典方法仅

利用最后一个阶段的试验数据对产品现阶段的可靠性指标进行评定
�

本文研究了成败型和指数

寿命型两类产品
，

综合利用各阶段的试验数据对最后开发出产品的可靠性进行研究
�

设一共有 。

个阶段的试验数据
，

记 �‘为第 ‘个阶段产品的可靠性
，

则��三��三二 三��
�

实际中最关心的是现

阶段的可靠性物
，

即利用实验数据给出价
。
的置信下限

�

房祥忠等���提出了利用以前各阶段的数

据对最后阶段的可靠性进行分析
，

改进了经典方法的缺点
�

但它们的结果还有缺陷
，

在某些情况

下
，

用经典方法计算出的蜘 的置信下限比房祥忠等的方法计算出的物 的置信下限要好
，

这对于

实际工作来说是不满意的地方
�

其二是房祥忠等的方法并未将样本空间中的各样本排成一个单

行有序的队
�

这一点从直观上来说也有不足之处
�

本文提出了一种规则将样本空间中的各个点

排成一个单行的有序队形
�

从而克服了前面提到的缺陷并改进了房祥忠等的结果
�

我们的方法

要点是利用限制条件下的极大似然估计给出了 �‘的点估计
，

通过对样本空间更细致的排序给出了

甄 的置信下限
，

理论和实例计算表明这样得到的置信下限比经典方法所得置信下限具有一致的

优良性
，

与房祥忠等的结果比较虽不能说是一致改进
，

但总体上来说也是改进了
�

而定理�
�

�
、

定

理 �
�

�又大大提高了这种新方法的实际可操作性
�

�
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且�
�

成 败 型

假定某产品的研制进行了 。 个阶段
，

得到了 。 个阶段的试验数据
�

件产品做测试
，

其中有 �‘件成功
， � ‘ 一 �‘件失效

， ￡�

性�即成功率�
，

则由可靠性增长试验的假设应有

设在第 ‘个阶段抽取了从

�
，
�

，… ，
��

�

用 �‘表示第 艺个阶段产品的可靠

�� �� 三�� 三… 三�。 � �
�

下面我们给出在此约束条件下 �‘的点估计矶和知 的置信下限
�

��
�

��

�点估计
����

������证明了在约束条件��
�

��之下参数�，的最大似然估计为

��
�

���牙
��

一一

勺
。

兄
。

矶二

三
。
三。 �三。 夕六

乙 ” �

�
�

置信下限

下面利用样本空间的字典排序法找 �。 的置信下限
，

记样本空间

� � ��
二 �，… ，� 。 �

���� �
，
�

，… ，� ‘ ，
艺� �

，
�

，… ，。 �
�

��
�

��

定义��� 设��
�，… ，�

司和 ��
�，… ，

无��� 为样本空间 �中的两个点
�

称它们具有关系�
二 �，

… ，�
司 卜 ��

�，… ，
无���或记作��

�，… ，
�耐 代 �

��，… ，� 。 ��
，

如下列条件之一成立
�

��
二。 � 无。 �

��
二。 二 �。

，

并存在指标 ‘， �三￡三�
，

使必�
二 ，，… ，�

耐 二 必��
�，… ，

�司
，

�� ‘十 �，… ，

巩

但剥
��，… ，�

司 � 矶�杭
，… ，

无。 ��

��对一切�
，
� 三 �� 。 ，

使公��
�，… ，�

司 � 必伪
�，… ，

无司并存在艺
，
� 三 坛 � �

，

使
�。 � �。

，… ，二 ‘�� � 无‘��
，

但
二 ‘ � 无‘

�

可验证关系 卜是一个全序关系
，

且有如下结论
�

定理�
�

� 样本空间��见��
�

��式�中元素按关系 卜可以排成如下的一个
“
链

” �

�� 卜 之�一 � 卜 … 卜 ��

其中� � ���
。 ‘ � ��

， �‘ 任 刃
�

证明略
�

口

令 。 二 ���
�，… ，

�司
��三 �， 三 �� 三 … 三�� 三 ��为参数空间

，
� � ��

�，… ，
�耐 为样

本
�

令
���

�，… ，
�二���，… ，

�司 � 凡
�， ，、 。

���
�，… ，

尤��扮�无
�，

一
，
无。 ��

，

�其中几
�，… ，。�

���表示瓜 一 ���
‘ ，
�‘�

，
�，，… ，

�。 相互独立时事件�的概率
�

�

����
�，… ，

�。 �� �
����。

����
�，… ，

无。 ���，… ，
�。 �� � ，

�三��生… 三�。 三 ��
，

则由文献���知

弓
。 �

� ，

、 ��。 全�����，… ，
����全 �一 � ，

�三��三… 三�二
’

三 �
，



且 。���
，… ，

��� �
�

此即说明�� 为如
了

的置信度为�一 �的置信下限
，

… ，
�司的计算我们有下面的结果

�

定理��� 对任何 ���� 。 � ��
，

�七
�，… ，

�二�并��
，

当�无
�，

蝙�笋��
，… ，

��时
，

关于 ����
�，

��
，
���壳

�，

蝙�是关于城�� �� ��

的方程
�、

，， ，、 、

属
二 �，� � � ，二 ��‘

���物
一�卜

、�

一
，一 。

��
�

��

的唯一解
，

且方程的左端是关于 �的严格单调减连续函数
�

为证明定理�
�

�我们先给出下面两个引理
�

引理�
�

� 设 卜为本文中定义的排序关系
，

则 卜关于每个分量
� ‘是单调的

，

即若奋
‘ � 二 ‘ ，

则

���，… ，
翱 一 �，

子�
，
戳��

，… ，�
耐 卜 �

‘ �，… ，
八 一 �，� 、 ，

跳十�，… ，�二�
·

证明
�
由关系 卜的定义马上可得

�

口

引理��� 任意给定的�无
�，… ，

�耐记

� � ��
二 �，

… ，�

司
�
�
二 �，… ，�

司 匕�无
�，… ，

充。 ��
，

�����

则几
�，
二

，、 。
���对每个 ��单调上升

，

且若 无‘ 笋�
，

则凡
，， 二 ，。

认��关于 �‘严格单调上升
�

�记号匕与

卜 的关系与通常的不等号的关系是类似的
�

�

证明
�
不失一般性

，

我们只证明几
� ，�

二 ，、 �
�助关于 ��单调

，

记

�。 一 � � ��
��，… ，�二�

�日��使�
� �，

此时由引理�
�

�可知
，

集合�可写成

���
� � � 全 洲

，

�谓
，��，… ，���

�
��，… ，�

耐
，

谓是使�
� �，… ，�二�

这样 几
�厂

� � ，�一
�助 �

，� 。 �

· ，二 。 �任璐
，

的形式
，

其中人
二 � ， ，二 ” 、

��� ��
��，二

�
公

了
任

，二 。 �任�
。 ，一 、

��
，

式中谓随着�
��，… ，

蜀二

�的不 同而不 同
，

且对给定

〔 �中最小者
�

�
�二

。 ， 二 ，� ，�〔 � 二 一 ，

� �
�二

� ，二 ，刃 ，�

�任�， 一 �

几
� ，� ，。 ” 、

�人
二 � ， �

二 ，二 �

��

��应�呈��
“矛

‘
�‘ 一 “ ‘’” ‘一 “

‘ ，

票
�
�考�

。盈�‘ 一 。 ��一
，
�

，

��
�

��

上式花括弧中的函数为��的单调上升函数
，

由此可知凡
， ，� �

、 �
�助关于 ��是单调上升的

，

如��笋�

则诸
二

早中不会全是 。 ，

这样��
�

��式作为��的函数是严格单调上升的
�

口

定理���的证明
�
依 ���、

，，… ，
�司 的定义

叮���
�，… ，

���� �
����。

����
�，… ，

无。 ���，… ，
�。 �� � ，

�三��三… 兰�。 三��

由引理���知侧�
，，

一
，
�。 ���，… ，

�动为�、的单调函数 ‘ � �
，
�

，… ，。 ，

由此不难证明
�

��。
����

�，

���。
����

�，

�。 ���，… ，
�。 �� � ，

�生��三… 三��� 三 ��

无。 ��。
，… ，

叮。 �� � ，
�三�。 三��

�



故 ����
�，

�。 �� �����
����

�，
无。 ��，

一
，，�� � ，

�三�三 ��

一 ���

�
“ �。二 �，

�
二 。 �扮��

�，

、 。 �

应�呈��
“ ’ �

�‘ 一 、，·
�

一
�� 、 � ‘

�
·

由于 兄
�介

， 二 ，‘ 。 �匕��
�，�

【���
�

所以 ����
�，二

，、 ��

应�犷��
、一�‘ 一 。，

一
是 、�。 � � 三 ��的严格单调上升连续函数�见

，
�司 为下列方程

兄
��

�， · ，二 。 �匕��
，，

的唯一解
�

即定理���结论成立
�

口

、 ��

应�犷��
“ ‘ �

�‘ 一 “，”
�一 ‘ �

有了定理�
�

�我们就可以通过二分法求解方程组��
�

��得到 ����
，，

理 �
�

�
�

蝙�
，

且可证明下列定

定理�
�

�

记 �五�
�
�为 。二

��

将 �中元素写成
� 二 �

� �，… ，二
司

，

并且将 �中全部元素按关系 卜排成一个链
�

名� 卜 艺�� 卜 … 卜 赶
，

的前述水平为 �一 �的置信下限
，

则

�以
��
�� ���勺�� … � ���

���� ����

�� 若 “·�一�‘ �，

则
、，
�蹂

�

�几
二 、
�“ 全 “·����“ ‘ 一 。

·

�� 当�� 二 �� � … � �。 � �� �武
�‘
�笋。 时

，

����

凡
� � �

、
��全������� �一 比 ��

�

��

证明
�

�证明略
�

� 口

推论

�，
� ，
���
· ，
空。 �〔 �

几
�二 、 �蜘 七����

，… �二��� �一 �
�

��
�

���

定理��� 设在 ��见��
�

���中两个点
二 � �无

�，… ，
无‘

，

彻十�
，… ，

无动
，

�� � ��
�，… ，

�‘一 �
，

��十�十

�
，… ，

�。 �
，

则按定义 �
�

�中的排序关系 卜
，

应有
� ’

卜 �
�

证明见肺
�

号�
�

设某种产品的寿命�服从指数分布

指数寿命型

。 �� �，�一 �

一
�

�
一

吾�
， ，��

，

其中�� �。���
�

开发研制这种产品用了 。 个阶段
，

记第 ￡阶段产品的平均寿命为氏

设应有
�� 氏 三一 三�二 � ��

�

设 ��
，，�，… ，

标是
��个正数

，

第 饭阶段采用定总时，‘ 的截尾试验方案

由可靠性增长试验的假

��
�

��

，

在��
，
才‘〕内的失效数记

为从
，
� � ��

，，… ，
刀爪�



�
�

点估计

�����������给出了在约束条件��
�

��下参数�
�的极大似然估计为

。

又
�

民�
����� �����

落� 衫 � ” 习���‘�坛

�丛

�
�

置信下限

同样我们用样本空间的字典排序法给出�。 的置信下限
�

定义��� 设 � � ��
二 �，… ，�

司
���� �

，
�

，… ，
�� �

，
�

，… ，。 �
�

定义�中全序关系 卜 如下
�

对于�
二 ，，… ，�

司
，

�无
�，… ，

�。 �任 �
，

�
二 ，，… ，二二�卜 伪

�，… ，
无二��或记为��

�，… ，
�动 拭

�
��，… ，�。 ��为下列条件之一成立

�

��
�。 � 无而

��存在 �兰�三 。 ，

使死�
� �， 二 ，、 刁�

瓦��
�，… ，

概
、

�
，

�� 汗�
，… ，

�
，

但孰
二 �，… ，二 。 ��

�‘��
�，… ，

�。 ��

�� 存在 �三公� 。 使瓦��
�，… ，� 。 �� 弓��

�，… ， 、司
，

�� �
，
�

， ，

二 ，。 ， �。 � �。 ，… ，。 ��

� �‘��
，

但
� ‘ � 无‘

�

对于��
�，… ，

无。 �� �
，

令

����
，… ，

�。 ���，… ，
�二�� 乃

� ，。 。 、

���
�，

… ，

蛛�匕��
，，… ，

�二�卜

�其中乃
，，… ，，一�助表示从服从均值为舒的�������分布

，

��
，… ，

蛛相互独立时事件�的概率
·

�

����
�，… ，

�。 �� �
����。

����
�，… ，

�。 ���
，… ，

�。 �� � ，
�� 口� 三… 三�。 � ���

，

则由文献 【��知口�为�。 的置信水平为 �一 �的置信下限
，

且类似于转 中定理的证明我们有
�

定理 �
�

�

定理�
�

�

的方程

样本空间�中元素按关系 卜可以排成一个单元素的链
�

对任何 ���� � � ��
，

�秃
�，… ，

标
�

�任 �
，
���儿

�，… ，
�耐是下面关于创。 � �� ���

艺
二 � ，… ，二 。 �代�儿

，，
�

，
�。 �‘二 �

� 口‘ 、 留 ’ 一

一下 �下 � �久�
艺坛巴 � 口 � �

艺坛
� �一 �

的唯一解
，

且方程的左端是关于 �的严格单调连续减函数
�

从而可用二分法求解方程
�

定理�
�

� 设 �中元素记为
� � �

二 �，… ，二 。 �

�
，

并将 �中全部元素按关系 卜排成一个链
�

之� 卜 之� 卜 … 卜 名� 卜

记 ���
�

�为�。 的前述水平为 �一 �的置信下限
，

则

�� ���
��
�� ���

��
�� … � 九�几�� … �

�� 对每一
��，

���
乡�口��

� ，

�
马

�

。
��全九����� �一 。

�

�� 当�
� �

推论

二 � 甄 二 几�
��
�主�时

，

乃
� �

。
��全�

�
����� �一 。

�

。 � 。 ��。
�

梦
�。 。 ������

， ，。 一
��一 ��

�

阁�
一 �一 。

�



定理��� 在同一试验方案下
，

按字典排序法有�无
，，

一
，
无才十 �

，

肠��一 �
，

一
，
无耐 卜 ��

�，… ，
�‘

，

彻��
，… ，

蝙�成立
�

给定任务时间� � 。 ，

元�刀 一 ����
一

箭�是产品第
‘阶段可靠度的点估计

，

邮
、 可得现阶段

产品可靠度 �斌刀 的置信下限为 �
���� � ����一 毙�

·

谷�
�

计算实例与数值结果分析

对成败型寿命试验
，

只利用最后一个阶段的数据的参数��� 的经典方法的点估计为

�。 的经典置信下限记为蛇
，

蛇可用下列方式求解
� �抓�� � �

，

当�二 笋�时
，

置信下限蛇是下面方

程的解
�

么
‘

�梦�
“ ‘�‘ 一 “，“ 爪 一’ 一 ‘ 一 。

记文献���中所得置信下限为残
，

本文中所得置信下限为��
�

如何评价三种估计方法的优劣
，

下表对 ��组数据给出了计算结果
�

受产品
� ��

� ��

�

��
����，���︺���������︺八�

滋工胜��﹃����工��

︷，︸�自�‘�‘�任。���八���月性月任，�土��月�孟��，月���
�
���﹃��，���
门��八�月��口�民�一了�

乃�八�片‘民�

�������������

� ��

��

��

��

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�义
�

�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�
�

����

�����

�����

�
�

����

�����

�
�

����

�����

�
�

����

�
‘

����

乙立。�力匕一了��丫����
月���︸���
尸�乃�

曰��︸�土��
一����﹁��曰��

表 �
�

三种置信下限的计算结果表

这些数据中头 ��组是取二 � �
， � � 二 �

， �� 二 �
， �� �� ��

， �� � ��
，

各阶段的可靠性参数价

的值分别为�， 二 ���
，
�� � ���

，
�。 二 ���

，
�、 � �

�

�
，

按这些参数值模拟产生各阶段的成功次数�去

掉重复出现的情况�
�

这样得到表中��组数据
，

表中最后面的一组数据是全成功的特殊情况
，

取

置信水平 �一 。 二 �
�

�
，

对每一组数据分别计算 ��
，

蛇
，

吃
�

表中蛇
，

残的数据抄自房祥忠���的计

算结果
，

从上表计算数据可知新方法与经典方法比较所得物 的置信下限有一致改进
，

且比房祥忠

等方法也有明显改善
，

而且更利于实际操作
�

在���中
，

房祥忠等还给出了�
、 ，，� � �

、�
匡。 一 �刽�的计算结果

�

这个量刻画了吃与物接近的

程度
�

本文也给出了凡
�， �

二 ，，�
伪。 一 ��」�的计算结果 ，

并且与房的结果作了比较
�

计算结果显示
，

本文提供的方法有较大的改进�见表�的数据�
，



��� �� �
，
�一 � � �

�

��� ��叮。 一 。义�
�
���。� 一 �乞���� ���。 一 ��������

。 � 一 �乞����
��� � � �� � �� � �� � ��� �

�

������
�

������
�

������ �
�

������
�

������
�

������

���� � �
�

�
，
�� � �

�

�������

���� � �
�

��
，
�� � �

�

�������
��� � � �� � �� � ” � � ��� �

�

�������
�

�������
�

������ �
�

������
�

������
�

������

���� � ��
，
�� � �

�

��������

���� � �
�

��
，
�� � �

�

�������
��� � � �� � �� � �� � ��� �

�

������
�

������
�

������ �
�

������
�

������
�

������

���� � �
�

�
，
�� � �

�

�������

���� � �
�

��
，
�� � �

�

�������

表 �
�

三种置信下限的效率之比较

完全类似可模拟指数型寿命分布情形
�

号�
�

定理���的证明

为证明定理�
�

�我们先给出下列引理 �
�

�
一

�
�

���由反证法不难得到它们的证明�

引理��� 设��
，
该
，

��为满足条件
� �三 ‘ 三�

， �
全�� �的一组数

，

若下式

� �

又勺
一

冗勺
�

�
�

�花策
，

万￡ � 一

�之云万‘六

，‘九一月

�

歹一�一
钊一卜一十

�

。

趴
�

一
。

趴
、

�心目

��一��工�一
、��了�‘

成立
，

则 立勺

召手一
又

��

���

引理��� 设��
，‘，

��为满足条件
� �三 ‘ 三卜 �

，
艺三

�
三�一 �的一组数

，

若下式

，
招

�

又
“�

艺勺
��� 二生一� �

乙
�乙�

】����
��全‘�坛

冗
��

�咒一刀

�一、一�一�一，一�

� �】��沉
��� �艺

�
艺���成立

，

则

引理�
�

�

�

又
��

���

��设��
，‘，的为满足条件

� �三 三卜 �
， ‘ 三 。

三卜 �的一组数
，

若下式

�付

�

又
�

�无

�
又
�

����
��� �试 �

�
��

����

—�兰。 兰艺子
，

一

乙
了与

�
�咐几孔

。

艺
。

成立
，

则

�

艺喇�

�

�
�����
��� �落



��设��
， ‘，��为满足条件

� �三艺三�
， � 七�� �的一组数

，

若下式

。

以
。

一
。

趴
�

无

�
又
“

�����

—�夕夕占
乙 几�

� �����

��� �公

成立
，

则 � �

荟
‘， �

从
“‘

�����

—
产》

—�三。 三‘去 一 弋王从

乙 �� 乡
了‘�

“ ���

引理�
�

� 在定理�
�

�条件和假设下
，

记 �
对应 �‘的点估计为矶

， 二 ’

对应�‘的点估计为公
，

我们

有

��当 葱七�� �时公全矶
，

当 �三饭三�时公 三乳

��若矶� 公
，

则矶十
� � 殊

�
·

证明
�

��由最大似然估计的计算公式
，

当 ‘ 全�十 �时
，

，
尤

。

又
。

���� ����沉
坛�� ���� “ �公

︵

���
��

。

�
�

兄勺勺

�

兄���
勺

�

兄
“

二二 ���� ����
滋�� �幻� ��������� �

����

���三。 三茗
兄

��

二止‘飞
六 �

���

��� �

�����

���三
“
三

们

军无
护、

子
�

一全亡 可
乙街

�

�

�

甲�

��

。

又���

秃一�
�一，一�一�一、︸�

� ������ �����

一落�� �� �������� �

勺
�

又
�当�三�兰�时

，

几

。

又
�

声户，、 ，

叽 二
�

势少 甲鲜
艺 ，、 刃 、

�

�� �
，、 �

、 、

�勺
���� �����

�� �三
。
三。 �兰。 三艺

二一二飞
点 �

、‘九
�
又
“

勺

。

又
�

二二 】����
·

����� ����

�� ��一 ��� “ �乞

�����

—几�

�兰“
夕办
乙

��� 又
。 �

·

又
�

一

�

招

�
皿
“

勺
�

乙
“

�佗

街�又
“

�
艺
��

艺
�

����� �〕���
�刃 ��一 ���移 �云

��

����
�� �

����� �����
���三

。
三二�三

。
三艺
冗

翌、
六 �

� 公
��七�‘

���一

” �

��
�二 �����

冗勺
、

�
�︸上�

�

民��月、
����� �飞��

��刃 �� ��� ��

�飞�沉

—咚
“
夕卉
之曰 ���

���� �����
���三

。
三。 �鉴。

夕

二
�

二飞
上 �

九孔

。

兄
“

︵

���
�� 二 几�

。

又
�

·

���
·



类似 �

� 无， 一 �

公 � ����】����

—
���� 】���沉

�兰“ 夕 声
’

���夕三� �三

乙
了‘于

�

�左�
弋�气

一

乙 几�

翌 、
六 �

��
�

��

、

七

。

�
�由条件示� 公必有 �

艺朽 一 �

�

�

�
�公 二 互���

—�三“
夕 卉

之曰 了己了
�

� ����� �����

���三
�
三。 、 �三。 三�

由此对所有
。 七�� �都有

�九

�

兄
。

一 �

�����

����

�
��

�了

。
夕告
乙 几�

���� 二二 �����

��� �

艺勺 一 �� �朽� �
“ ���

� �

� ��� 兄
��

���

几几

�
�
�

由引理�
�

����得

�

� 勺� �

���
����
��� ��

对所有
。 七�十 �都成立

�

��
�

��

�

招

�

艺
。

�了

。

艺���勺

。

�
�

�

�

艺
。

了尤

。

艺
。

又

。

�
。。

�
。���� � 】���� �����

���三
�
三仍 �三“ 三���

��

�二 ����

���三
�
三饥

���万���
���� �

��

琴�
，

艺 ��
�

���

殊
� � ����� ����

���三
�
三� �

�与十 �

���

�

，

招

。

�
�

�

。

艺���

由�����式马上可得殊
� � 动十

�
·

口

定理���的证明
�
由引理 �

�

�翻门只须证明
�
若 ‘是使得矶� 公中下标最大者

，

且 �三 ‘ 三卜 �
�

场� 公
，

���
，
�十 �

，… ，。 ，

则扩 卜 二
�

。

趴
�

一
。

趴
。

由公式

����� �����

落�� �爪��� �艺

八

���

二二 ����������� �����

艺�� ��一 ���� �云

����

��� �坛

����� �们 ��
���三

。
三� �三。 三艺
翌、
浅 �

，

无

�
乙
。

，

招

�

�
。

�

�
冗

�� 又 ��

。

又
“

类似
�

又 �了 一 ��探

。

又
�

�

�
艺
�。

冗
“

�一
��

�
‘
��飞�� 】����
�� ��一 ���� �云

����

��� �

����� ����
了��三

。
三

，。 �三“ 二公子
，

乙
���

处 、
二 �

��

由条件矶� 公必有

·

���
·



歹尤

。

艺
�

艺勺 一 �

公� 】����
��� �公

�

又
�，�

��。 丁��。 ���

七乞� 钊 ��一 ���� �艺

艺
�，�

����� �����

���三
�
三。 �三。 三‘
处

、
六 �

� ��

勺

。

艺
�

由 �

兄勺一 �

。

乙
�

�����
��� �艺

� �】���� �����

���� � � 了了店��� �乞

�

�
兄
�

得
，

对所有
，，
七�� �都有

了咒

。

又
��

又丸� 一 �

又
�

����
��� � �

�
�，

� �����

��龟‘ �

二二 ��飞��
��� ��

又勺一 �� 艺勺� �

�‘ ���

� �

又
�，斗 又

�，

“ ���

由引理 �
�

����对所有
。 全�� �均有

勺� �

。

兄���

�

。

兄���

�

又�， 一 �

��� 二七一一一
��� �艺 �

冗
��

� ��
�

��

，咒

。

兄
�

由 �

�无， 一 �

����

一
�� “ �公 �

又
�，，

� ���� �】���
艺� � ��一 ���飞‘ �艺

兄
�，�

得
，

对所有�三 � 三�一 �均有

于︸几

。

兄
��

艺丸， 一 �

�

又
��� 了�，

。

又
“

����
��� �艺

� � ���

��之乙�云

由引理 �
�

�对所有 ‘ 兰 ，，
三�一 �均有

��
�

��

，

左

。

兄
�

︵��

一，�

了九

�
皿喇

�

艺
�，

���

�

�

又勺 一 �

� ��
�

��

一

，
����

】 】���

—
��� �公 �

又
��

�
兄喇



‘

七

�

乙
�

二二 ����� ��飞��
坛��三

。
三。 �兰

。
三示��立

。 ，

矛咒

�
兄
�

几人

。

乙
�

。

又
�一

‘�

������ � ��� ���� 门刁�� �����
，��三

。
兰�一 ��三。 三��艺

�飞，
’ ‘三“ “ � ‘

全
。 ， ���三

。
三。 �三。 三��公

又

��，
�

分���

一

�

左

�
又
。

�探

。

又
�

����� �����
���三

。
夕一 ��三。 三��坛

��

�】 】��
�三。 三艺��

�

�
��

����� �们 ��
���三

。
三二 �三。 丛��云

又 无�
、

全一�
�少、�

��一一

���认

兄 ��

�

�
。

一

�
又���

由孙
� � 殊

�
得

�

又�� 一 �

二二 ����沉�

�

冗 无�一 �

����

��� �么 � ， �

兄
�� 又

�，
� 茗��

�
�

�
又
。

�】��沉
�丛。 三艺��
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������

么��三
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三�一 ��

』����
�

。 丛�� ‘告
乙

了‘�

】����� ����
���三

，，
三。 �二

，‘
三��公

��
�

��

人九

。

艺
�

又

兄勺
�

分����

由��
�

��
、

��
�

��得

�

左

。

又
�

。

冗
、

�����
��� �坛

�

又壳， 一 �

上了
�

一 全���� 』�】�� ����

又
��

�幻�� �����

乞��三
�
三�一 ��三。 三��饭

��
���三

。
三。 ��三。 三��坛

又

又勺
、

士�
一

�
��
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。

又
����若 �

又 无�一 �

二三一万一
�

� 全

艺
�� ��

。

兄
�

����
��� ��

】�】�� �����

���三
。
三
����三。 三��￡

则一定存在�� �三 ，�。 三二使

勺
枷艺
。

子咒
助�
��

兄�， 一 �

��

鞠乙
�

� �����

一 ��� ���饭
� ����沉

��� �云

�了

鞠又
�

�

�
艺
�

�����

��� �艺

由引理 �
�

�结论��马上可得
� �

艺朽十 �

�

��兄���

��一�一

�

又�， 一 �

����沉
��“ � �

又
，，，

这与��
�

��式矛盾
�

���若

·
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勺
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兄勺一 �

】���

一
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兄
�，

� ��� ���

一 艺��三
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夕一 ��三。 三��艺

又
��

�此时 ‘ 三�一 ��则一定存在 ‘ � �三
、 �三 �一 �使

勺
��艺
�叭又

�

一叭兄
��

又勺一 � 勺
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— �

们艺
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夕 告
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� ���

一 �三。 三��艺
一 � ���

一 ��� �公
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，

左
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�
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�

�结论��马上可得
�

艺 朽一 �

玛

�
艺

�����
�� “ �葱

�
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��
� ���
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。

这与��
�
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、

���说明 ‘ � �或 ‘ � �
�
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�
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